FAKULTA MATEMATIKY, FYZIKY
A INFORMATIKY
UNIVERZITY KOMENSKEHO

v Bratislave

DIPLOMOVA PRACA

2002 Martin Galis



FAKULTA MATEMATIKY, FYZIKY
A INFORMATIKY
UNIVERZITY KOMENSKEHO
V BRATISLAVE

Katedra geofyziky

Martin GALIS

3D vypocet
irenia seizmickych ¥n
a seizmickeho pohybu
v dokonale elastickom prostredi
metodou koné&nych prvkov

DIPLOMOVA PRACA

Veduci diplomovej prace: Prof. RNDr. Peter MoczoSP.

Bratislava

April 2002



Prehlasujem, Ze som diplomova pracu
vypracoval samostatne s pouzitim literatary

uvedenej v zozname.



DakujemProf. RNDr. Petrovi Moczovi, DrSc.
za odborné vedenie a cenné rady, ktorymi mi

pomahal pri vypracovani diplomovej prace.

Dakujem tiez Mgr. Erikovi Bystrickému
aMgr. Jozefovi Kristekovi, PhD. za cenné rady

a konzultacie.



O UVOD oo e et a e e 6
1  METODY VYPO CTU SEIZMICKEHO POHYBU .....ooeeoeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeenaa 8
2  METODA KONE CNYCH PRVKOV ..ooooeeeeeeeeeeeee et eeeee e 10
2.1 FORMULACIA PROBLEMU. ...ttt e e e et e e e e e e e e e e e e e e ee e aeenaneenen 10
2.2 S ABA FORMA POHYBOVEJ ROVNICE KONTINUA ...t tteteeeee e eeeeeeaeaeaeeneneeaenens 11
2.3 S RE T ZAC A vttt ettt et ettt e et e e e et et seamam e e e e e e e e e a e e e e e anansneaearanananen 14
3  ALGORITMUS METODY KONE CNYCH PRVKOV......cooveeeeeeeeeeeeeeeaeeenn 26
3.1 KON S T RUK CIA SIET i utttttt et ettt e eae e e eeee e e sas s sereanaeeeeseaeaearasrnrnenreaeaeaenen 26
3.2 CASOVA INTEGRACIA «oeeeee et e e 28
3.3 IN T AL ZA C A ettt ettt et e et e e et e e e ma e e e e s et e e e e e e a e e aeaeae e raeaeaeanenens 29
34 VWPOCET VEKTORU POSOBIACEJ SILY AVEKTORU VRATNEJ SILY...ovvveeevinannnen 33
3.5 OXRAJOVE PODMIENKY A NEODRAZAJUCE HRANICE . ..vuteeieeeeeeeee e eeeeeeaeaenenens 35
4  STRUCNY OPIS PROGRAMOVEHO SUBORU FE2001.......ccvveeeeeenn.. 40
5 TESTOVANIE PROGRAMOVEHO SUBORU FE2001 .....cccvvveceeeeieeeeeinenn 46
A Y/ = = SRR SSRRRRRSRRR 49
7 LITERATURA oo e e ettt e e ettt e e e eaana i 50

P RILOHY .ottt e e e et 53



ZOZNAM OBRAZKOV A TABULIEK

Obr.

Obr.

Obr.

Obr.

Obr.

Obr.

Obr.

Obr.

Obr.

Obr.

Obr.

Obr.

Obr.

Obr.

Obr.

Obr.

Obr.

Tab.

Tab.

Tab.
Tab.

A W DN P

7
8
9
10

Vi

Vi

1
2
3
4

Priklady prvkov a umiestnenia uzlov Vv NiCh ..., 15
CiSlOVANI® PIVKOV @ UZIOV.........cveueeeeevs s seeeteeeeeeeeaneste et seeeeane e e 21
Spojitog’ posunuti na hraniciaCh Prvkov..............eceeeemecceeiiieeee e 24

Tvar prvkov pouzitych pri analyze sivej disperzie

(Bystricky €t al. 1999) .....ccoiiiiiiiiiiieecc e ———— 26
Disperzné krivky pre pravidelnt a deformovan® sievkov

(Bystricky et al. 1999) ......ccouuiiiiiiiiiiieee e 27
Transformacia globalnych suradnic na lokalne sucadn

pre prvok tvaru StvoruholNiKa ............coos e 31
Poloha uzlov, v ktorych pésobia sily, ktorymi mageme bodovy zdro;. ...... 41
Casova funkcia zdroja pouZzita v testovacich Wpoh 1 a 2..........cccocuveeeeee. 46
RozloZenie prijiméov v testovacich vyghoch 1 a2 ........oovvvvvivvciiiiiiieeeeeee, 47
Casova funkcia zdroja pouZita v testovacom We®B..........c.ccoevvveeveveeeenenn, 48

Porovnanie syntetickych seizmogramov U-zloZky posia

Z testovacieno VYU L........oiiiieieieeeeeeeeceeeeeeeeei e 54

Porovnanie syntetickych seizmogramov V-zloZky pagia

Z tesStovacieNO VYU L ......oeviiiiiiiiiieieeeeeeee e ee e mmnnes e 55

Porovnanie syntetickych seizmogramov W-zloZky posia

Z testovacieno VYU L ........coooeeiiiiiiieeeeeie e e e e e e 56

Porovnanie syntetickych seizmogramov U-zlozZzky poia

Z teStoVAaCIENO VYBOU 2 .....vveiiiiiiiiiiieieeeee e e mmneee e 57

Porovnanie syntetickych seizmogramov V-zlozky posia

Z testovacienNO VYU 2 .......ccooeeeiiiiieeeeeee e e e e e 58

Porovnanie syntetickych seizmogramov W-zloZky posia

Z teStoVAaCIENO VYBOU 2 .....vveiieiiiiiiiieieeeee e e mmnnee e 59

Porovnanie syntetickych seizmogramov z testovacigfpaitu 3 ............. 60
Prevod medzi lokalnym a globalnytslovanim ............ccoooeiiiiiiiiiiinns e 21
Priklady koeficientov neodrazajucich hranic weeeee.vveeeeeeeiieeiiiiins 39
Konfiguratné parametre v subore ,mesh.ini“............cooeeeveeviviiiiiiiiieeneenn. 43

Konfiguratné parametre v subore ,fe2001.iNi“........cccccceeeeevrvviiiiiiieeee e 43



0 Uvod

Seizmicky pohyb na danom mieste je ovplyvneny &rdaktormi — seizmickym
zdrojom, prostredim medzi zdrojom a lokalitou adlolmi geologickymi podmien-
kami. V mnohych pripadoch vplyv lokalnych geologick podmienok prevySuje vplyv
ostatnych dvoch faktorov. Vtedy dochadza k anonminseizmickému pohybu, tzv.
lokalnym efektom. Amplitudy, frekveémy obsah a trvanie seizmického pohybu su
vtedy v rozpore s vyzarovaciou charakteristikowoglr

Lokalne efekty boli zistené pri mnohych silnychmegraseniach v poslednych
desdrociach, napriklad Friuli (Taliansko) 1976, Mexiko B)8rmeénsko 1988, Loma
Prieta (USA) 1989, Iran 1990, Filipiny 1990, Nortge (USA) 1994 a Hyogo-ken
Nanbu (Japonsko) 1995. Zemetrasenie 19. 9. 1985exikd (Ms=8.1) je asi
najznamejsim prikladom katastrofalnych nésledkovmeteasenia spbésobenych
lokalnymi efektmi. Epicentrum zemetrasenia bolo iglhé 360 km od hlavného
mesta. V menSich vzdialenostiach nevznikli Ziadaéne Skody, ale v hlavhom meste
boli Skody katastrofalne (viac ako 10 00Gtwgch, 50 000 bez pristreSia a Skody za
viac ako 4 mld. USD). Anomalny seizmicky pohyb \koliv dosledku rezon&nych
javov vo vrstvach nekonsolidovanych sedimentov \aahak (Beck a Hall 1986).
Dékazom toho, Ze lokalne efekty sa moézu preéjaji v malych vzdialenostiach od
zlomu, bolo zemetrasenie 17.1.1995 v Hyogo-kembhNa V&Sina skéd bola
koncentrovana v Uzkom pase pri okraji sedimentarnghizénu (Kawase 1996). Pri
zemetraseni 1. 10. 1987 vo Whittier Narrows (US@l) maximalne Skody pozorované
na svahu vo vzdialenosti 8-10 km od epicentra (KanaAki 1990).

Z uvedenych prikladov je zrejmé, Ze vyskum a sr@d@hopi’ vinové procesy
spbsobujuce lokalne efekty sul'me dolezité. NavySe v dbsledku lokalnych efektov
mobze aj stredne silné zemetrasenie spddaiastrofalne Skody. Na vyskum lokélnych
efektov sa pouzivaju experimentalne aj teoretickétoaly. Teoreticky vyskum je
doélezity najma v oblastiach s nizkou seizmickou ivétklu, v ktorych je mozné
ocakava vyskyt silnych zemetraseni. V takychto oblastigelpouZzitie experimentél-
nych metéd vBmi obmedzené. Teoretické metdody mdzeme poyde vyskum
seizmickej odozvy jednoduchych Struktur (napr. washa polpriestore), ale aj pre
modely realistickych Struktar. Dobry pigd s@asnych vypétovych metdd je napr.
v praci Takenaka et al. (1998).



Jednou z pouzivanych metdéd je aj metdéda &oyeh prvkov. Ci€om
diplomove] prace je vypracowvaalgoritmus a vyp&tové programy na vypet
seizmickej odozvy trojrozmernych dokonale elastatkyprostredi zaloZzené na metdde
kone&nych prvkov.

V kapitole 1 je strény pretfad numerickych metod pouzivanych na vyskum
lokalnych efektov a zdévodnenie vyberu metddy Kogeh prvkov. V kapitole 2 je
vyklad metody kongnych prvkov zamerany na rieSenie pohybovej rovrickonale
elastického kontinua a v kapitole 3 je uvedeny mmowvatény algoritmus.

V kapitole 4 je opisany programovy subor FE2001kapitole 5 su opisané testovacie

vypocty a vysledky ziskané programovym suborom FE2001.



1 Metddy vypo ¢tu seizmického pohybu

V skasnosti sa na vyget seizmického pohybu pouZivaju r6zne numerické
metody. V&Sinu z nich méZzeme zaradilo niektorej z troch skupin (Takenaka et al.
1998) — hraniné metody, doménove metddy a hybridné metddy. Vghdaanénych
metodd je, Ze umdiju presné splnenie hr&niych podmienok na vnuatornych
rozhraniach. Nevyhodou je, Ze vypova oblas musi by rozdelend na homogénne
bloky. Presnastychto metdd je v porovnani s doménovymi metodayssia. Medzi
hraniné metdédy patri napriklad metéda diskrétnych vimbvygisel a metoda
hraniénych prvkov. Doménové metédy umimgl vypaiet seizmického pohybu aj
v modeloch s komplikovanym rozloZzenim fyzikalnychrgmetrov. Ich presntsje
v porovnani s hratinymi metodami nizSia. Medzi doménové metddy patjisnetdda
konenych diferencii a metdda kotreych prvkov. Kazda metdda je vhodna na iny typ
problémov, mé& svoje vyhody aj nedostatky. Pretakaga hybridné metddy, ktoré sa
snazia kombinowadve alebo viac metdd tak, aby sa vyuZili ich vyhadpotl&ili
nevyhody. Prikladom hybridnych metod je kombinaoietody diskrétnych vinovych
¢isel, metdédy konmych diferencii a metody kotweych prvkov (Moczo et al. 1997).
Metdda diskrétnych vinovychéisel umo#uje realisticki excitaciu a efektivne
modelovanie irenia seizmickycnw prostredi medzi seizmickym zdrojom a lokalnou
geologickou Struktirou, metdéda ka@ngch diferencii umaiuje efektivny vypoéet vo
vnuatornej ¢casti modelu a metdéda katrgich prvkov umoduje vypaet s uvazenim
topografie véiného povrchu.

K najcastejSie pouzivanym metdodam patria metdéda &oyeh diferencii
a metdda konmych prvkov. Su to nizkofrekvéné metddy, ktoré umdaju skama
vinové polia aj v komplikovanych modeloch s nehoertami charakteristickych
rozmerov porovnat@ych s vinovymi ékami. V pripade vyptiu seizmického pohybu
je interval zaujmovych frekvencii &¢gny intervalom vlastnych frekvencii stavebnych
konstrukcii, teda od 0.1 do 20 Hz. Rychlosti sedmch n st radovo 100 aZ
niekd’ko 1000 m/s. V intervale zaujmovych frekvencii zmdpovedaju vinovéidky,
resp. rozmery nehomogenit, raddovo 10 m az 10 km.

Vyhodou metédy konwmych diferencii v porovnani s metédou kémgch
prvkov je relativnd’ahkd implementacia do programového kédu a efe&tive’kym



probléemom metédy kowaych diferencii je splnenie hraniej podmienky na
nerovinnom v@nom povrchu. Problémy so splnenim htagch podmienok na
vnatornych rozhraniach zlozitého geometrického uvayrieSili Moczo et al. (2002)
zavedenim  parametrizacie prostredia pomocou objéhwv aritmetického
a harmonického priemerovania.

Metoda koneénych prvkov je obtiaznejSia na implementaciu dogparanového
kédu a ma vé8ie naroky na opetal pamd aj vypaitovy ¢as ako metdéda koteych
diferencii. Metoda kormych prvkov nemd& principidlne problémy so splnenim
hraninych podmienok na vnuatornych rozhraniach zlozitéberu, ani so splnenim
hraninej podmienky na nerovinnom Krmom povrchu.

Pozorovania z kopcovitych oblasti ziskané pri singemetraseniach Lambesc
(Francuzsko) 1909 (Levret et al. 1986), Friuli {@atko) 1976 (Brambati et al. 1980),
Irpinia (Taliansko) 1980 (Siro 1982) a Chile 198%elebi 1987), ako aj pristrojové
merania (Géli et al. 1988, Faccioli 1991, Finn 198&kazuja pritomnaslokalnych
efektov aj v Struktdrach s topografioulm@ho povrchu. Vyskumu tychto efektov je
potrebné venowarovnaku pozornasako vyskumu vplyvu sedimentarnych Struktdr.
Vzhladom na presnésalahkos implementacie hratinej podmienky na nerovinnom
vol’nom povrchu je pre vyskum Sirenia seizmickydh v topografickych Struktdrach
vhodnd metoéda kowmych prvkov. Jej nizSia vymtova efektivnos méze by
redukovand zdenenim do hybridnej metody.



2 Metdda kone €énych prvkov

V tejto kapitole vysvetlime zakladné principy nostékon€nych prvkov na
zéklade prac Serdn et al. (1989), Zienkiewicz ddray1989), Bystricky (1995)
a Moczo (2000) so zameranim na rieSenie pohybooepice kontinua. Zaklady
metody konénych prvkov mozno nafsaj v knihach Hughes (1987) a Ottosen
a Petersson (1992).

2.1 Formulacia problému

Zakladnou rovnicou opisujucou pohyb nehomogénnetiokanale elastického

kontinua je pohybova rovnica kontinua
Pxy. U (xyz)= d¥( xy2)t  xy2, @)

kde p(x,y,z) je hustota kontinua v bodé,y,z), G(x y,zt) je vektor posunutia
v bode (x,y,z) av caset, 7(x,y,zt) je tenzor napéatia v bodéx,y,z) av caset
a f(x,y,zt) je hustota sily vbodgx,y,z) av caset. Indexy zaciarkou znaia
parcialnu derivaciu, t.jtt zna&i druha parcialnu derivaciu ptacasu.

Rovnicu (1) je moZné zapispo zlozkach

pu =1+ 1,j0{1,23 (2)

V rovnici (2) predpokladame Einsteinovu suma konvenciu pre indexy aj.
Suma&nu konvenciu budeme predpoklédsg vo vSetkychi’alSich vyrazoch, ak nebude

uvedené inak.

Tenzor napétiafr v homogénnom, izotropnom a dokonale elastickontikan

je ukeny Hookovym zakonom
Tij:/]uk’ka-ij"'ﬂ(qq'*'qr)! (3)
kdeZ au st Lameho elastické parametr@,aje Kroneckerov delta symbol

o, =1 ak i=j,
0. =0 ak i#]j.

[
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Dalej sa budeme veno¥aieSeniu rovnic (2) a (3) v kartézskom siradniecovo

systéme(x, Y, z). Rovnice budeme rigdv oblastiQ ohranéenej plochod". Plochul’
mozeme rozdefina dvecasti I, a ', tak, aby bola splnena podmienka=T, 0T,

tj. plochy '/ a I, sa mozu aj prekry¥a V bodoch na plochel, budeme
predpokladé predpisany vektor posunutia (t.j. Dirichletovu ajkwi podmienku). V
bodoch na ploché’, budeme predpokladgredpisané napatie, (t.j. von Neumannovu
okrajovu podmienku). Okrajové podmienky je moznéoliecne zapisas tvare

u (xv.z9 g(xyz)} O(xy}r,, 0O,
(xvz)n(xy2 = Hxyzt O xydr,, O

(4)

kde g(x, Y, z,t) je posunutie na ploch&y s Dirichletovou okrajovou podmienkou,
ﬁ(x, Y, zﬁ je napatie na ploch&, s von Neumannovou okrajovou podmienkou a
A(x Y, 2 je vonkajsia normala ku plociig.

Aby sme mohli rovnice (2) a (3) rigSi potrebujeme okrem okrajovych
podmienok (4), poznaaj paiatocné podmienky, t.j. potrebujeme poznposunutie

a rychlos v ¢aset = 0. Paiiatotné podmienky je mozné vSeobecne zapistvare

U(xyz0) =TYy(xy4¢ -
0, (%%, 20 = (% v } O(xy,20Q, 5)

kde Uo(x, y,z) je posunutie ¥ase t= Q ﬁo(x, y,z) je rychlog vcéaset= 0a

Q=Q0T.
2.2 Slaba forma pohybovej rovnice kontinua

Metéda konénych prvkov je jednou z vagaych metdd. Preto potrebujeme
upravt’ rovnicu (2) a okrajové podmienky (4) na vang tvar. Na odvodenie
varia&tného tvaru pohybovej rovnice je moZzné pdu¥iac postupov. My ukazeme
postup odvodenia tzv. slabej formy pohybovej rognikontinua zaloZzeny na
Galerkinovej metdde.

Rovnica (2) plati v kazdom bode obla@ti Uvazujme vektowvahovych funkcii

W=(w,w, W) . Funkcie w, sulubovolné funkcie, ktoré st nulové na hrariigi

Platnog rovnice (2) nezmenime, ak ju skalarne vynasobiraktovom vahovych

funkcii a integrujeme cez cell obfa® :

11



J',oui,nwdQ—J'r”,jvide—J'ifyde:O. (6)

0 o o

Ak plati rovnica (2) v celej oblast2, potom rovnica (6) plati pre vSetky funkci

spinajuce poZzadované podmienky. Naopak, ak rovnicglf pre vietky funkciew

spinajuce pozadované podmienky, potom rovnica (2) fjeesya v celej oblast.
Rovnako nezmenime ani platioskrajovych podmienok (4), ak ich skalarne

vynasobime vektorom vahovych funkeii a integrujeme po plochi:

J'vvi(ui—g)dr=0,

Mg

fw(zn-n)a=o.

My

(7)

Ak platia okrajové podmienky (4) na celej hranici, potom rovnice (7) platia pre
v3etky funkciew sgiajuce poZzadované podmienky. Naopak, ak rovnicelét)a pre
v3etky funkciew spnajice poZadované podmienky, potom podmienky (Qpbdené
na celej hranicr .

Z rovnic (6), (7) a's vyuzitim faktu, ze funkcig su nulové na hranicl,

mdbzeme zostaviintegralnu rovnicu

J.,oui,ttvx(dQ—J-rij ] v,ch—ijch+_f iv\/((i in—iﬁ d=0. (8)
0 Fh

Q Q

Z komentérov k rovniciam (6) a (7) vyplyva, Ze gei integralnej rovnice (8) je aj
rieSenim diferencialnej rovnice (2) s okrajovymdpaenkami (4).
Dalej sa budeme venavaiprave druhéhélena nalavej strane rovnice (8).

Integraciou per partes a pouzitim Greenovho vzdostaneme

irij,jw dQ=!rijrjlwd'—£(j w, d. 9)

Vyznam tejto Upravy spdva vtom, Ze zniZzuje poziadavky na spojitd®adanych
(neznamych) funkciu, a zvySuje poziadavky na spojitogahovych funkciiw . Aby
integraly v rovnici (8) existovali, postavalo, aby boli funkciew ohrantené. Vo
vyraze (9) musia hyohranéené aj ich prvé priestorové derivacie, to znamemra,
funkcie w musia by spojité. Funkcieu, vystupuju v rovnici (8) aj nepriamo cez

tenzor napatia. Z definicie tenzoru napatia (3)iefidZze musia b spojité nielen

12



funkcie u, ale aj ich prvé priestorové derivacie. Vo vyra@ uz nevystupuje
derivacia tenzoru napaétia, preto pdsia, aby boli spojité iba funkcie, . Tento fakt
vyuZzijeme pri aproximacii presného rieSenia.

Podrobne rozpiSeme funkciu pod integralom v druhideme pravej strany

vyrazu (9), ptom vyuzijeme symetriu tenzoru napatia, t,j.= 7

Ly Wop = T Wi T TpWao T T Wy, 10)
+ Iy, W1’2+ W2’1) + T13(W11 3+ Wa) +T 2{ W, é" W, l
Pri d'alSej uprave vyrazu (10) pouzijeme tenzor deformaci
_ u.,. +U.,
gij(u):%. (11)

Porovnanim tenzoru deformécie a vyrazu (10) viditee ak by bolo mozné
o vahovych funkciach uvazot/ako o posunutiach, mohli by sme vyraz (10) upravi
pomocou tenzoru deformacie. Preto vyuZijeme vyjaigreleformacie ako operator na

zjednoduSenie zapisu (10). Miesto (10) mézeme&’pisa

Ty Wy = Ty E(W) (”) tTof o W)
+ 52( ) + £1(W) + 27 £ ,{ W) (12)
=1, (W).

Dalej budeme upravovaprvy integral na pravej strane vyrazu (9). Pretoze
vektor vahovych funkciiw je nulovy na plochel'y s predpisanou Dirichletovou

hraniénou podmienkou, plati

J'rijnjvydl':jrijrjlyvdl'. (13)
r M

Dosadenim vyrazov (9), (12) a (13) do rovnice ¢8stanemeslabu formu

pohybovej rovnice kontinua

jpmmmgq g (Wd-[fwd-[ hwd=0;
0 I (14)

i,j0{123}.

Pre vé&Siu prelfadnos neskorSich vyrazov a rovnic zavedieme nove&eama.

Veli¢ina v zloZenych zatvorkach bude znantestipcovy vektor a vetina v hranatych

13



zatvorkach maticu. S vyuzitim symetrie tenzorovaiepa deformacie mézeme zavies

vektory
Z-ll Z-l ‘911 ‘91
Z-22 Z-2 22 £2
Z-33 Z-3 533 83
{#=1%1=1" a{g= = (15)
Z-12 Z-4 2‘2’12 ‘94
T3 Is 285 &s
T3 Te 2¢, &

Rovnicu (14) mbéZeme zaptsao vektorovom tvare

I,O{V\}T{ ug dQ=—j{é{(M)}[T}r cnfj}{w} f d2{+}J'{ W hd (16)

alebo

[ofudTw do=~) "{0w)} Rt} w OB wa. 17

Vyrazy (14), (16) a (17) su iba réznym zapisom is#gj rovnice. Vzliadom na
neskorSie Upravy je najvhodnejSie pouZigtabl formu pohybovej rovnice zapisanu
v tvare (16).

2.3 Diskretizacia

Oblag Q =QOT rozdelime na mensie Gtvary, tarvky . Kazdy prvok tvori
jeho vnatorna oblasAQ a jeho hranicaAl’ . Potom na zaklade (16) pre kazdy prvok

plati rovnica

[p{Tuy do
AQ 18
=- j (v} ¥ dm;}w}f dQ +{[} ] b, o 4o

ary

kde AI', je ¢ag’ hranice prvku s predpisanym napéain} .

Prvky m6zu mérdzny tvar, ale winou sa pouzivaju jednoduché geometrické
Gtvary (Stvorsten, hranol), ktoré mézutbgripadne mierne deformované. V kazdom
prvku definujemen bodov, tzv.uzlov. Patet uzlovn v prvku je v zasadiubovolny, ale

od patu uzlov zavisi stupea presnas aproximacie rieSenia. Viac o tom, ako voli
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potet a umiestnenie uzlov v prvku, bude povedané meskéjto kapitole.Dalej sa
budeme venowvaprvku, ktorého uzly nelezia na Dirichletove] hm@niUzly, ktoré
neleZia na Dirichletovej hranici budeme nazyvadatornymi uzlami.

RieSenie rovnice (18) budemEalda’ v tvare
u(xyzd=s(xy¥y Y()x io{123}, jo{1...n}. (19)

Pretoze uvaZzujeme prvok, ktory ma iba vnutorné ,uajyposunutia budeme nazyva

vnatornymi posunutiami a ozéava’ ich budeme indexonh. Nezname funkcidJi}

nazyvamediskrétne posunutig i ozn&uje zloZzku posunutia § uzol. Zapis (19)
znamena, ze posunutielwbovolnom bode prvku je dané ako linearna kombaaci

diskrétnych posunuti v uzloch prvku. Koeficientpdarnej kombinacies;, nazyvame

tvarové funkcie. Tvarové funkcie si mierou toho, ako posunutiezle §i prispieva k
posunutiu v bodgx, y, z). Z toho je zrejmé, Ze posunutie v uglby malo by rovné

diskrétnemu posunutiu v tomto uzle, t.j. prispewak ostatnych uzlov by mal By
nulovy. Tato podmienka dava pre kazdu tvarova funkaovnic

%(Xj’yjizj):dj! i,jD{l,...,n}, (20)

kde (xj Vi zj) sU suradnice uzla

n=4 n=10 n=8

(@) (b) (©)
Stvorsten s uzlami vo vrcholochStvorsten s uzlami vo vrcholoch  kocka s uzlami v rohoch

a stredoch hran

Obr. 1 Priklady prvkov a umiestnenia uzlov v nich

Zapis (20) predstavuje sustamurovnic pre kazdu tvarovd funkciu. Aby boli
tieto sustavy jednoziae rieSiténé, potrebujemar neznamych, t.j. tvarové funkcie
musia m& n parametrov. To @uje stupé aproximacieCim viac uzlov zvolime, tim

viac parametrov musia mavarové funkcie¢o znamena nutnésaproximovd rieSenie
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polyndbmami vysSieho stip. Ak potrebujeme rieSenie aproximévaolyndmami
vyssieho stuja, potrebujeme ntadefinovanych aj viac uzlov v prvkuPriklady st na
Obr. 1. Z&kladnym rozloZenim uzlov v prvku je unmesie uzlov vo vrcholoch prvku.
Prvok tvaru Stvorstena mé Styri vrcholy. Do kazdéhcholu umiestnime jeden uzol
(Obr. 1a). Tvarove funkcie musia thétyri parametre. Najjednoduchsia funkcia, ktora

tuto podmienku sia je linearna funkcia troch premennyap+a, x+a, y+a,z= . 0

Ak by sme chceli rieSenie aproximaviavadratickou funkciou
8ot e X+, Y+aZ+a,Xy+a;yz+a xz+a, X’ +a,y’ +8,2" =0,

potrebovali by sme detaizlov. Okrem uzlov vo vrcholoch budi uzly umiesiéeyj

v stredoch hran (Obr. 1b). Ak mame prvok tvaru koekuzly umiestnime v rohoch
prvku (Obr. 1c), tvarové funkcie musime voliak, aby mali osem parametrov.
Linearna funkcia troch premennych ma Styri paraejekvadraticka funkcia ma az

desd parametrov. Preto musime z\atieaplny polynom, napriklad bilinearnu funkciu
a, tax+ta,y+a,z+a,xy+ayz+a,xz+a,xyz=0.

Ked'Ze uz vieme wit’ tvarove funkcie, mézZeme pokié v rieSeni rovnice (18).

Zavedeninvektoru diskrétnych posunuti

Uy | |Us
Uy | |U;
Uy | |Us
uy=4 =y U (21)
Ui | |Yans
Uso|  |Yses
Us) Vs

mdbzeme navrhované rieSenie (19) zapismaticovom tvare

W4 g, (22)

1 Vo v&eobecnosti pouzitie polynémov vy3Sieho stupnamena potrebu potiAiiac stugiov volnosti.
Tie v8ak nemusia byiba posunutia v uzloch, ale mézu tot'tsj Specialne parametre bez fyzikalneho
vyznamu. Vd'alSom texte sa vSak takymto prvkom verntbrabudeme.
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kde [§ je matica tvarovych funkcii. Vektor posunidti'y ma rozmery3x 1 vektor
diskrétnych posunut{U'} ma rozmery3nx 1 Z podmienok pre nasobenie matic
vyplyva, Ze matic4dS] musi m#& rozmery3x3n.

Na zaklade rozmerov maticgS] arovnice (19) mbézeme dif maticu

tvarovych funkcii

s 00s 0O § 00
[§={0 $s00 s O0--0 s O]. (23)
00s O0O0s 0 O0s

Maticu [§] mbdzZeme zapisaaj jednoduchSie pomocou podmatic

[S=M30 3 ...[ 8, (24)
kde
1 0O
[S]=s/0 1 O] (25)
0 01

RieSenie integralnej rovnice (18) v tvare (22 j@ mozné néaisprelubovolnu
vahovu funkciu {w . Preto sa mnoZina vSetkych funkcii aproximuje Kooe

mnozinou vhodne zvolenych funkcii. Definujrivy stipec matice tvarovych funkcii

[S] ako sipcovy vektor

Sy
{g} =13;¢- (26)
S

Zakladnou myslienkou Galerkinovho postupu je poui ugené tvarové funkcie aj

ako vahové funkcie. Preto
w} { g , (27)

Po dosadeni navrhovaného rieSenia (22) do (18) agroximovani nekoreej

mnoziny vahovych funkcii funkciami (27), dostanesdistavu 8 rovnic

[Pl T3 U d =
N j () XE; dQ+j FO d+{[} } H, o

Ay

(28)
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kde bodky ozné&uju druhu derivaciu pdé ¢asu. Ako neznama vystupuje v rovnici (28)
vektor{U'} .

Predd’alSimi Upravami sustavy rovnic (28) zavedieme nai&iny. VyuZzijuc
definiciu tenzoru deformécie (11) a definiciu veltaleforméacie (15) mdzeme tah

medzi deformé&ciou a posunutim zagigsanaticovom tvare

4K d , (29)

kde[L] jediferencialny operator definovany

O O %
o
o o

o gl

[L]= (30)

o gl

o gk

(7] (7]
O Rl gl
[e3) [e7)
><|QJ ‘<|Q)

)
NlQ‘

Ked do (29) dosadime za vektor posun{iti’} linearnu kombinaciu diskrétnych

posunuti (22), dostaneme

{40 ¥ Y . (31)
Definujme maticy B]
[BI=[U[$. (32)

Matica [B] ma rozmery6x3n. Podobne ako maticu tvarovych funkcii mézeme aj

maticu[B] zapisd pomocou podmatic
(Bl =[[BL[ B], ...[ Bl . (33)
kde
[BI=[U[ ¥ (34)
su podmatice rozmer@x .3ztah (31) méZeme prepisa tvare

CIEN: QU (35)

Na zaklade (29) mézeme pisa
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{e@w)} =" W )" (36)

VysSie odvodené ¥ahy pouZzijeme pri Gprave rovnice (28).
Ked dosadime (36) do (28) atakto ziskanu sustavu icowaapiSeme
v maticovom tvare, dostaneme

[PISTH U @
AQ 37
==[(IL9){F Q+[1L}f @+[1E} h @ N

Ay

Upravime prvy integral na pravej strane pomocoticedB] a dostaneme

[(g)1r w=[ By ©=3r. (38)

AQ AQ

Matica [B]" ma rozmery 3nx 6avektor {# ma rozmery 6x 1 Funkcia pod
integralom, ako aj vysledok integralu, su vektonzmerov 3nx 1 Vektor {r}
nazyvamelokalnym vektorom vratnej sily. Pod pojmom vratnej sily myslime silu,
ktord pésobi na kontinuum tak, aby sa kontinuumalosp#& do stavu rovnovahy.
Vektor napéatiag{7} je dany Hookovym zakonom (3). Hookov zakon zap&em

VvV maticovom tvare

{a4D{F¥, (39)
kde
[A+2u A A 0 0 0 1
A A+2u A 0 0 0
A A A+2u 0 0 0
D] = ,
D] 0 0 0 U 0 0 (40)
0 0 0 0 7, 0
| O 0 0 0 0 u |

je matica pruznosti pre izotrépne prostredie.
Ak dosadime wahy (35) a (39) do (38) dostaneme

{d=-BT0 Bax Q' . (41)

19



Pretoze vekto{U'} je kon3tanta vAladom na priestorové stradnice, mohli sme ho

vynat' z integralu. Samotny integral nazyvatakalnou maticou tuhostia ma rozmery

3nx 3n. Vypostovd schému by sme mohli odvédij na zaklade matice tuhoti.
Teraz upravime integrél avej strane rovnice (37). Vekt§t'} je konstanta

vzhladom na priestorové suUradnice a mézeme ho tedat’ vy integralu. Po tejto

Uprave dostanemel’avej strany rovnice (37)
[PISTH U R=[p1F1s@ JUF MU (42)

Maticu [m] nazyvamdokalnou maticou hmotnosti Ma rozmery3nx3n.
Ozna&me zvysSn&leny na pravej strane (31¥# , t.|.

{#=]l3T) da+[19}1h @. (43)

Ay

Vektor {# nazyvamelokalnym vektorom pésobiacej sily Vyjadruje ®&inok

vonkajSich objemovych a ploSnych sil pésobiaciclpmvak. Jeho rozmery sBnx .1
Dosadenim wahov (38), (42) a (43) do (37) dostaneme pre jepemk

sustavu rovnic zapisanu v maticovom tvare
[m{U} { ) £l . (44)

Rovnica (44) plati pre kazdy prvoknsuzlami. Preto plati podobna rovnica aj
pre cellu oblas Q, v ktorej mame definovanydd uzlov. Je zrejmeé, Ze v porovnani s
rovnicou (44) sa zmeni rozmer matice hmotnostizaery vektorov sil. Pre celu

oblag® Q dostaneme rovnicu v tvare

[M{U} { R ¢ 0, (45)

kde maticu[M] nazyvameglobalnou maticou hmotnostj vektor {R nazyvame
globalnym vektorom vratnej sily a vektor {®} nazyvameglobalnym vektorom

posobiacej sily

2 Takato schéma by mala deevé&sie paméové naroky ako schéma na zéaklade vektoru vrathgj si
Znizenie pamiévych narokov bolo mozné iba za cenu zvySé€aspvej narénosti, lebo vektor vratnej
sily treba aktualizouayv ¢ase.
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(a)
Vypoctova oblas Q

(b)

Oznaenie prvkov

(©

Globalnecislovanie

(d)
Lokalnecislovanie

uzlov uzlov pre kazdy prvok

Obr. 2 Cislovanie prvkov a uzlov

Predtym, ako ukadZzeme tah medzi lokalnymi a globalnymi veéinami,
zavedieme ozri@vanie uzlov. Jednoduchy 2D priklad je na Obr.r$hdMmaime si, Ze
oblag’ Q sme rozdelili na prvky a v kazdom prvku sme zvalilzlov. V celej oblasti
Q mameN uzlov. Kazdému uzlu v oblasf2 mbézeme priradijedno¢islo, ktoré ho
bude jednoznme identifikovd (na to potrebujemeN ¢isel). Takéto cislovanie
nazyvameglobalnym ¢islovanim Ked pracujeme iba s jednym prvkom, je vyhodné
ozna&it' uzly iba pre dany prvok (potrebujeme ibdisel). Takétaislovanie nazyvame
lokalnym ¢islovanim Lokalnec¢islovanie nie je jednoziiaé, kel pracujeme s celou
oblagou Q. Preto ho mézeme potizilen vtedy, k€ pracujeme na urovni
samostatnych prvkov. Doteraz sme pracovali iba mavri jedného prvku, teda
pouzivali sme iba lokélnetislovanie uzlov. Pri vytvarani globalnych i
z lokalnych uz musime pouZglobalnecislovanie. Neexistuje vSeobecny analyticky
vztah medzi globalnym a lokalnysdislovanim, pretoze zavisi od toho, ako si zvolime
¢islovanie uzlov v oblasti, a ako si zvolime lokatiigovanie v ramci prvkov. Preto je
potrebné pri konStrukcii siete vytvdraaj prevodova taliku medzi globalnym
a loké&lnymg¢islovanim. Tablky pre priklad na Obr. 2 su v Tab. 1.

Tab. 1 Prevod medzi lokalnym a globalnyslovanim

Lokalne Globalnecisla uzlov
cislovaniel "y nrvku1 | vprvku2 | vprvku3|  vprvku 4
1 1 2 4 5
2 2 3 5 6
3 5 6 8 9
4 4 5 7 8

Pripomeéme si, Ze lokalna matica hmotnosti je definované@kiam (42). S&in

matic tvarovych funkcii mézenfahsSie zapigapomocou podmatic tvarovych funkcii
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Sij (ST$ LBl [ 1§ ]
ST g g po(ITFL LS 0181,

[S.]' [JITS$L Bl B [ 18 1,

[SI'T$= (46)

Porovnanim wvgahov (42) a (46) vidime, Ze lokalna matica hmotnbstie mé& tiez

Struktaru podmatic, teda

[m,] [m] [ m
[ = [n?ﬂ] [rr}}] :::[ mA (47)
[Ma] [ M [ m
kde podmaticg¢m,] su definovane
Mm1=[ASITT g @. (48)

Zo vztahu (48) vidi€, ze podmaticgdm;] suvisi s uzlami aj v lokalnom¢islovani.
Z podobnosti rovnic (44) a (45) je zrejmé, Ze apglna matica hmotnosfM] bude
mat’ Struktdru podobnu lokalnej matici hmotnofty , teda

[Mn] [Mlg [ M]N]

[M21] [Mzﬂ [ MzN]

[M] = : (49)

[MNl] [MNZ] [ MNI\]

avSak podmaticgM ,] suvisi s uzlami aJ v globalnon¢islovani.
Globalnu maticu hmotnostiM] zostavime tak, Ze podmatidaM ,] bude

sitom vSetkych podmatic lokalnych matic hmotnostiyisacich s uzlamil aJ
v globalnom ¢islovani. Proces vytvarania globalnej matice budpSie vidi€ na
priklade.

Znovu pouzijeme priklad na Obr. 2. Najskor vytwoei Styri lokalne matice

hmotnosti, jednu pre kazdy prvok. OZmae ich[m] ©, kdee je ¢islo prvku. Rozmery
matic si8x 8 (t.j. 2nx 2n, lebo ide o 2D pripad). Rozmery podmdtig ] © su 2x 2,
teda kazda matica méx 4 podmatice. Globalna matica hmotnogd] méa rozmery

18x 18 a jej podmaticgdM ;] maju rozmery2x 2. Globalna matica bude m&x9
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podmatic. Prevodové tatky medzi lokalnym a globalnyntislovanim uzlov pre

vSetky prvky su v Tab. 1. KonStrukciu globalnej ioat z&neme pripgitanim
podmatic lokalnej maticdm]'. Podmatice pridavame postupne, ¢pm poziciu

v globalnej matici zistime z Tab. 1. Globalna matlimotnosti po pripgtani [m]*

bude vyzerétakto
[mJ' [m]' o [m]'[m]'
[”‘2111 [mzzjl [”‘24]1 [ my] '
0 0 0 0

[”114]1[”13]1
[m]l[”}s]l

[m41]1 [”"42]1
["‘3.1]1 [”}2]1

- O O o o o

nezobrazené prvky matice st nulové. Po pridaeif sa globalna matica doplni na tvar

m)' [m]' o [m]' [m)' o -
I:mn]l I:nEz]l‘FI:n’h]Z[nlz]Z[n}A]l[ r@?]1+|: n'l];lz[ rﬂz
o [m] [mJ 0o [m]" [mg'-

[”‘41]1 [mu]l 0 [my] ' [ my ' 0
[my]" L] "+ (] [mg)” [ ] [m] ™+ [ m] [ mg) * -
? [”‘3:1]2 [”‘3;2]2 O [”}4]2 [ ”13] ’

Podobne by sme postupovali aj s lokalnymi matidamotnosti[m] ® a [m] *.
Princip vytvarania globalnych vektorg®® a{d} z lokalnych vektoro({r}°® a

{# ° je rovnaky, ako vytvaranie globalnej matice hmethdRozdiel je iba v tom, Ze
pracujeme iba s jednym indexom. Postup pri vytviaggmbalneho vektora vratnej sily
je aplne rovnaky, ako postup pri vytvarani globaimerektora pbsobiacej sily. Preto
ukazeme postup len pre vektor vratnej sily. Podplal® sme maticu hmotnosti
zapisali pomocou podmatic, méZzeme lokalny vekt@tngj sily zapisa pomocou
podvektorov

{r}°

e = {r2:}e ' (50)

{r)°

kde vektory{r}® maju rozmery3x1. Vektor {r}° je vektor vratnej sily pdsobiacej v

uzlei (v lokalnom¢islovani), ktora vznikla ako reakcia kontinua v ane na pole

posunuti. Pomocou podvektorov mézeme zapgglobalny vektor vratnej sily
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{R}

IRy

{R (51)

{RJ
Vektory {R} maju rozmery3x1 a vyjadruju vektor vratnej sily pésobiacej na ukol
(v globalnom¢islovani), ktora vznikla ako reakcia kontinua z lekaizla | na pole

posunuti. Globalny vektor vratnej sily zostavimeyrmako, ako zostavime globalnu

maticu hmotnosti z lokalnych matic. Na poziciu pektera{R} pripccitame vSetky

podvektory lokalnych vektorov vratnej sily, ktoréigbichaju uzlul v globalnom
¢islovani.

Tvarovym funkciam sme sa uz venovali, ale Zaitied na Urovni samostatného
prvku. Ukéazali sme, Ze tvarové funkcie pre jedewokRrmusia spiat’ ststavu rovnic
(20). Z podmienok rieSitmosti tejto sustavy vyplyva, Ze tvarové funkcie musa’ n
parametrov rf je paet uzlov v prvku). UZ v kapitole 2.2 sme ukazak griblizné
rieSenie musi by spojité, avSak tuto podmienku sme Zatigezolfadnili. V metdde
konenych prvkov je vo vSeobecnosti priblizné rieSenge kazdom prvku zlozené z
inych tvarovych funkcii. Je teda zrejmé, Ze A
musime volf také tvarové funkcie, aby bola
splnena aj podmienka spojitosti posunuti

(tj. priblizného rieSenia) na hraniciach

prvkov. Na priklade ukazeme, ako to utbbi

Na Obr. 3 su dva trojuholnikové B

g e

prvky, ktoré maju spolmé uzly 2 a3

a stranu medzi nimi. Uk&Zeme, Ze v pripadkési !
trojuholnikovych  prvkov s uzlami vo

vrcholoch a pri vibe linearnych tvarovych

funkcii, je podmienka spojitosti posunuti na  Obr. 3 Spojito$ posunuti na
hraniciach prvkov splnena. Tvarové funkcie hraniciach prvkov

pre prvok 1 su

s =ax+hy+ g
s, =ax+ byt g (52)
s, =ax+ hy+ g
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Pre jednoducha'suvazujme iba jednu zloZku posunutia. Posunutigbovolnom bode
prvku 1 je linearnou kombinaciou (19) diskrétnycbspnuti v uzloch. Po dosadeni

tvarovych funkcii v tvare (52) dostaneme
u(xy)=(ax+byrgU+(ax by 9 Y+( ax by f L (53

Vyraz (53) predstavuje rovinu v priestor, y,u). Rovnakym postupom by sme

dostali podobné vyjadrenie roviny aj pre prvok 2dme teda povetiaze posunutie

v prvku 1 lezi v rovinep, a posunutie v prvku 2 lezi v roving,. Obe roviny maju
spolané body A(x,,y,,U,) a B(X, ¥;,U,). Je zrejmé, Ze prienik rovip, a p, je

priamka jednoznae utena bodmi A a B, a tym je aj z&ana spojitos posunutiau na

hranici medzi uzlami 2 a 3.

25



3 Algoritmus metddy kone €nych prvkov

3.1 KonStrukcia siete

Pod konsStrukciou siete rozumieme pokrytie Wtpgej oblasti siéou prvkov
a uzlov. Pri konstrukcii siete musime zabe&zpespravne ozngenie uzlov v globalnom
a v lokalnongislovani. Tvar prvkov volime tak, aldp najlepSie vyhovoval charakteru
problému, ktory budeme rig@SiNajjednoduchsie je, ak vypimva oblag pokryjeme
prvkami rovnakého tvaru aj Vkosti (napriklad kockami s hrandun). Takato sié
modZeme pouZinapriklad na vypiet seizmického pohybu v homogénnom polpriestore.
V pripade zloZitych prostredi moéZze tbyyhodnejSie, ak pouZijeme siete zloZzené
z prvkov réznych vikosti a pripadne aj tvarov. Pomocou r6znych tvaaosd’kosti
prvkov mbzZzeme presnejSie parametrizbgeostredie.

Pri konStrukcii siete je nutné spfmiekd’ko podmienok. P&t uzlov v jednom
prvku musi by rovnaky ako stupeaproximécie pre tento prvok. Podmienka spojitosti
posunuti musi k¥ splnend na vSetkych hraniciach medzi prvkami. édi suzlov
a prvkov sa vzdy bude prejavavizv. sig¢’ova disperzia. Siwva disperzia je zavislos
fazovej a grupovej rychlosti seizmickychinv od frekvencie, spdsobena iba
pribliznog’ou diskrétneho modelu. Za istych podmienok moZeragowl disperziu
povaZzové za zanedbafel. Si¢ovu disperziu v 2D sieti tvorenej prvkami tvaru
obdZnika skimali Belytschko a Mullen (1978) a Marf(ir®84).

Pristup navrhnuty Marfurtom pouzili aj
Bystricky et al. (1999) pri skimani savej

disperzie v 3D sieti tvorenej deformovanymi

prvkami na Obr. 4. Parameterd uriuje

deformaciu kocky, pred =0° je prvok kockou

s hranouh. Boli vypccitané disperzné krivky pre

rézne hodnoty parametr@, pre rdzne smery
Sirenia n cez prvok, pre rdzne pomery rychlosti Obr. 4 Tvar prvkov pouzitych
P a S-in apre rozne J&osti casového kroku.  pri analyze siovej disperzie
Na Obr. 5 su disperzné krivky pre P-viny a S- (Bystricky et al. 1999)
viny ziskané pri /=174 a dtla/h=1

v sigach sd=0° a 0 =30°. V zavislosti na smere Sirenidnvcez prvok vznikaju
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rézne disperzné krivky. V grafoch sa zobrazené hbanicné krivky, vSetky ostatné

disperzné krivky by lezali medzi nimi. Z grafov inge, Ze¢im viac deformovany je

prvok (rastie ), tym viac sa prejavuje sieva disperzia. Zvofi podmienky pre

vzorkovanie znamena néjskompromis medzi

Jkog'ou sie@’ovej disperzie

a efektivnogou vypatu. Takym je vzorkovanie od 8 do 14 uzlov na vinaliEku A__

(najmensia vinovaidka, ktorej Sirenie chceme este dostia¢opresne modelovh
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(b) S-viny,3=0°
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(d) S-viny,8=30°

Obr. 5 Disperzné krivky pre pravidelnd<£0°) a deformovan®E30°)

siet’ prvkov. (Bystricky et al. 1999)

Na zaklade uvedenych numerickych vysledkov mézemedpokladd, Ze

podobné vysledky by sme dostali aj pre iné tvamnkpv. M6Zeme teda povetiaze

charakteristicky rozmer prvku h by mal sjina’ podmienku

h D<)'m%2,/‘m%>.
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3.2 Casova integracia

Cielom vypditu je zisk# pole posunuti, ale rieSenim rovnice (45) ziskalae i
vektor {U} (t.j. zrychlenie). Aby sme z vektoru zrychlerid} ziskali pole posunuti,

musime riedi ¢asovu diferencialnu rovnicu. Na jej vyrieSenie mievo vSeobecnosti
pouzt’ Tubovolni metédu rieSenia diferencialnych rovnic. Mi&Zzeme postup
zaloZeny na metdde kotreych diferencii.

Budeme vychadzezo vzorca pre centralnu diferenciu

d’f v, 1
W(x)=F(f(x+ h-2f(X+ f(x-§), (54)

kdeh je reainesislo. Pre vektofU'} teda plati

U0} = UL ey 20008 & Wt ) -

i={12,..,3},

kde At je ¢asovy krok. Predpokladajme, Ze vypet z&ne vcaset = 0. Potom pre&as
t m6Zzeme pisa

t = mAt, (56)

kdem je celécislo. Na zaklade (56) mézeme zavidsskrétnetasove hladiny:

{Und = {U{t-ay
U ={ul( (57)
{Und ={U(t+a
Pomocou v#ahov (55) a (57) prepiSeme rovnicu (45)
M] 5 {(UL 20U} £ UB, )& R+ B, (58)
odkid’ mame
{Upnd IM AR, £ @, 2 V{-U.. . (59)

Tato schéma nie je bezpodmiéne stabilna. Bez odvodenia uvedieme, Ze aby bola

schéma stabiln&asovy krok musi dpat’ podmienku stability (Serén et al. 1989)
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h
At < a— : (60)

kdeh je priestorovy krok ar__ je maximalna rychlasP-vin.

Pod’a rovnice (59) aktualizujeme posunutigase. Vypdet z&iname ase
t=0, tj. m=0. Aby sme mohli vypditat posunutie{U,} , potrebujeme poziia
posunutia{U}} a {U'} . Urtime ich z peiatotnych podmienok. Pri seizmickych
numerickych simulaciach sa vzdy predpoklada kowmtmw pokoji, t.j. posunutia aj
rychlosti su v celej vyptiovej oblasti nulové. PretfU )} U} ©® . Vektory{R} a
{®} vytvorime z lokalnych vektorofr} a {¢} . Podobne vyptitame aj maticu
hmotnosti[M] z lokalnych matic hmotnosti. (Podrobne sa \pdokalnych matic
hmotnosti venujeme v kapitole 3.3 a vypolokalnych vektorov sil v kapitole 3.4.)
Ked’ mame vypoitané vSetky veliny na pravej starne rovnice (59), mézeme \&tat
posunutie{U,} . Podobne postupujeme aj pri v§pedaldich¢asovych hladin. Rozdiel

je iba v tom, Ze uz nemusimegitat’ maticu hmotnosti.
3.3 Inicializacia

Pod inicializaciou rozumieme vSetky pripravné gkoktoré musime vykoma
pred z&atim samotnefasovej integracie. Medzi tieto Ukony méZzeme zaff aj
konStrukciu siete. Vo vSeobecnosti je konStrukéeesnargny problém a v praxi sa
rieSi samostatnym programom. Preto sme sa kongtrsikte venovali v samostatnej
kapitole. V tejto kapitole sa budeme vendwg/pacitu tvarovych funkcii a vypsiu
matice hmotnosti. Tieto Ukony méZzeme zaltirdd hlavného programu.

Z hradiska praktického vyuzitia metody je praca s tvana funkciami,
ziskanymi rieSenim sustav (20) pre kazdy prvokRmieneefektivna. Je to spdsobené
tym, Ze v dbsledku r6znej polohy uzlov v priestoresime pre kazdy prvok ri€sina
sustavu rovnic ateda pre kazdy prvok dostanemesitpr tvarovych funkcii. To
spbsobuje komplikacie pri vypte lokalnych vellin (lokadlne matice hmotnosti a
lokélne vektory sil).

ZavePme teraz transformaciu suradr{ix, y, z) na suradnicd&,7,¢) T, taka,
aby v sradnicovom systénté,7,{) vyzerali vietky prvky Gplne rovnako (t.j. aby sa

zhodoval tvar prvkov aj poloha uzlov). Sﬂradnicm&’stém(x, Y, z), v ktorom sme
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pracovali doteraz, nazyvamglobalnym suradnicovym systémoma suradnicovy
systém(&,7,{) nazyvamdokalnym stradnicovym systémom UvaZujme prvokP

v lokalnych sudradniciach. Ak vygtdame tvarové funkcie vyjadrené v lokalnych
suradniciach pre prvokP, méZzeme ich poufipre vSetky prvky, ktoré dokdZzeme

z globalnych suradnic transformavétransformaciouT,) na prvok P v lokalnych

suradniciach. Aby sme mohli z lokalnych @ vytvorit' globélne veliiny, musime
ma’ lokalne velkéiny vyjadrené v globalnych suradniciach. Na to ebtijeme pozna

inverzna transformaciuT,™, teda transform@mé vz'ahy z lokalnych suradnic do

globéalnych. Na vyjadrenie tychto tahov je mozné powzitvarové funkcie vyjadrené

v lokalnych saradniciach. VSeobecne mézeme prenjpdeok pisé

s(Emd)x + s(énd)x+...+ s(End) x
s(Emd)w+ s(énd)p+...+ s(€nd) v, (61)
s(énd)z+ s(End) z+..+ dEnd) z

X
y
z

kde x,V,, Z,... st globalne sdradnice uzlov v prvku (st to kor§daa s, s,... su
tvarové funkcie vyjadrené v lokalnych suradniciackk by neexistovalo takéto,
relativne jednoduché, vyjadrenie transfoémach vz’ahov, vypaéet lokalnych velin
pouzitim lokalnych suradnic by sa vbbec nezjednibdale naopak, eSte viac by sa
skomplikoval. Pri praktickom pouZivani tohoto pgaiunepotrebujeme kazdy prvok
transformové do lokalnych suradnic vykonanim transformatjeSta&i vedig’, na aky
tvar potrebujeme (resp. chceme) prvok transformowsi taka transformaciall,
existuje. Podstatu tohoto postupu je lepSie vidi priklade.

UvaZzujme pre jednoduchvs2D priklad. V suradnicovom systémex, y)
majme prvok tvaru Stvoruholnika s uzlami vo vrcliblo(Obr. 6a). Prvky tvaru

Stvoruholnika sa snazime transformowk lokalnych suradnl'(ﬁf,n) na prvok tvaru

Stvorca (Obr. 6b).
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y [-1,1] [1,1]

[X1,y1]

v

3 g
[X3,y4] 4
[Xa,Yd] 1 2
X [-1,-1] [1,-1]
(a) (b)
prvok v globalnych suradniciach prvok po transformécii do lokalnych siradnic

Obr. 6 Transformécia globalnych suradnic na lokalne

suradnice pre prvok tvaru Stvoruholnika

PretoZe uvaZzujeme 2D pripad a prvok mé& Styri uznsformacia musi nia

osem parametrov. Transformadiy moézeme zapisas tvare

§=a;x+ a,y+ a;xyt+ a,

_ (62)
N=ayX+ 8,y+ &Xy+ 8,

Koeficienty a; urcime z tychto podmienok: uzol 1 sa zobrazi do bbely—1), uzol 2

do bodu(1,-1), uzol 3 do body1,1) a uzol 4 do body-1,1). Ststava podmienok je
jednoznane riesiténa pre nezname, iba vtedy, ak vSetky vnatorné uhly v prvku
v globalnych sdradniciach si menSie ako 180° (dem&z a Taylor 1989). Tuto
podmienku prvok na Obr. 6alisp, teda transformacid, existuje a mézeme miesto

prvku v globalnych suradniciach uvazéyavok v lokalnych suradniciach.
Tvarové funkcie budeme’ada’ v tvare bilinearnych funkcii. RieSenim sustavy

(20) pre prvok na Obr. 6b dostaneme

s = ,0-80-n).

s = 4+a)n),

63
s, = %(1+5)(1+,7), (63)

s = (=€),
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Teraz najdeme inverzni transformagjtt . Analogicky s (62) méZzeme pisa

X
y

b, + by + bgn + R,

b + by + bgn + by, (64)

Koeficienty b, urgime z tychto podmienok: boft-1,-1) sa zobrazi do bod(x;, ¥;),
bod (1,-1) sa zobrazi do bod(x,, y,), bod (1,1) sa zobrazi do bod(x,, y,) a bod

(-1,1) sa zobrazi do bod{x,,y,). Tieto podmienky predstavuji sustavu osmich

rovnic pre osem neznamych. Jej vyrieSenim dostaneme

by = (- + %+ %= x), by = (=¥t Yot Vi~ Vi)
b, = %( Xt Xt X4)' b, = %( —Y,t Yt y4)
A S TR P N
by = (¥ %+ X+ x), by = 1(+y,+ Yo+ Vet V).

Po dosadeni (65) do (64) a po jednoduchej Gprastademe

(1=&)(1=n) x +54(1+ &) (1-7) % +4( 1+ E)(277) % +4( F&)( B17) %
(1=&)(1-n) yi +4(1+ &) (1-7) v, + 4 &) (1 0) v+ 4(F&)( B 1) v

FNY SN TN

Po dosadeni tvarovych funkcii (63) vidime, Ze tfamsatné vz'ahy maja tvar zhodny
so vSeobecnym z4pisom (61).
Teraz mbézeme Zat' s vypa@tom matice hmotnosti. Zakladna schéma \po
je takato:
1. vypcitanie lokélnej matice hmotnosti pre kazdy prvok,
2. vytvorenie globalnej matice hmotnosti z lokalnychtin hmotnosti,
3. diagonalizovanie globalnej matice hmotnosti.
Podrobne opiSeme kroky 1 a 3. Proces vytvaranibaglgch matic (krok 2) bol
vysvetleny v kapitole 2.3.
Z&kladom pre vypeet lokalnych matic hmotnosti je tah (42). Ako sme
povedali vysSie, pri praci s jednym prvkom pouziedokalne suradnice, preto musime
integral transformovwado lokalnych saradnic,

jf(x,y,z) dxdydpj ( &n.¢), €n<), (2'/7()) det J& d &, (66)

Q

kde J je Jacobian transformac(e, y, 2) na(&,7,¢)
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% 0y 0z
o0& o0& 0€
ox 0y 0z

J=|— = = 7
on o0n dn (67)
x 3y oz
0 9 ¢

Derivacie uéime zo vZahu (61). Pre lokalne matice hmotnosti mézeme’pisa

M=[A3T Bet J@, (68)

kde Q° je objem prvku v lokalnych sudradniciach a matiearovych funkcii su
vyjadrené v lokalnych suradniciach.

Globalna maticgM] je riedka matica. Ak by sme ju pouzili priamo atg po
pridani lokalnych matic, rovnica (45) by bola zdamu sustavou N8 rovnic. Ak
globalnu maticu hmotnosti aproximujeme diagonélnmaticou, z rovnice (45)
dostaneme I8 nezavislych rovnic. Preto sa 2@ne globalna matica hmotnosti
aproximuje diagonalnou maticou. Na aproximaciu globj matice hmotnostiM]
diagonalnou maticou pouzivame metédiiania riadkov, t.j. diagonalny prvok matice

je stttom prvkov matice v riadku:
3N
[M], =D IMI, . (69)
j=1
V rovnici (69) neuvaZzujeme Einsteinovu suima konvenciu.

3.4 Vypo éet vektoru pdsobiacej sily a vektoru vratnej sily

V tejto kapitole opiSeme postup pri vype vektoru pdsobiacej sily a vektoru
vratnej sily. Zakladna schéma vyjpo oboch vektorov je rovnaka:
1. vypcditanie lokalneho vektoru vratnej/pésobiacej silg kazdy prvok,
2. vytvorenie globalneho vektoru z lokalnych vektorov.
Postup pri vytvarani globalnych vektorov sil z lok&h vektorov bol
vysvetleny v kapitole 2.3.
Najskér ukdzeme vyget vektoru pésobiacej sily. Lokalne vektoryfiame na

zéklade vZahu (43). PouZijeme tvarové funkcie v lokalnychasiimiciach (zavedené
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boli v kapitole 3.3) aindexové z¥enie ¢asovych hladin. Zo ¥ahu (43) tak

dostaneme

{3 = [[ 31 tet J+[ 1T @, (70)

kde Q° je objem prvku v lokalnych suradniciack g Jacobian transforméc(e<, Y, z)

na(é,n7,{).
Pri vypaite vratnej sily vychadzame zo tiahu (38). Pri jeho Uprave znovu
pouZzijeme tvarové funkcie v lokalnych saradniciecimdexové ozngnie ¢asovych

hladin. Dostaneme

{@=—ﬁa{zma\um, (71)

kde Q° je objem prvku v lokalnych suradniciacl g Jacobian transforméc(e<, Y, z)

na(é,n7,{). Maticu[B] patitame podla vz'ahu (32)

[Bl=[U[ %,
kde matica tvarovych funkcii[S] je vyjadrend v lokalnych suaradniciach, ale
diferencialny operator[L] obsahuje derivacie pta globalnych saradnicDalej
ukazeme, ako tieto derivaciediat’.

Prelubovolnu funkciu f vyjadrenu v lokalnych suradniciach plati

ot _ofog afon ofoc
Ox 0&0x 0n ox 0 ox

(72)

Podobne mbézeme vyjadraj derivacie poth globalnych suradniey a z. Jacobian
transformacie globalnych sudradnic na lokalne sltcadrobsahuje derivacie typu
0x/0é. Derivacie potla globalnych suradnic funkcie vyjadrenej v lokamyc

suradniciach mézeme zapisamaticovom tvare

of of
ax EhG
of =[] of _ (73)
oy on
of of
9z g
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Pod’a vz’ahu (73) poitame aj derivacie tvarovych funkcii votiahu (32) pre maticu
[B].

Pre Uplnog dodame, Ze vektdrr,} pocitame potla vza'ahov (39) a (31), teda

{rd 4 e ERILIS Y, - (74)

3.5 Okrajové podmienky a neodrazajuce hranice

Vypoctovl oblag Q ohrantuje plocha =T, 0OF,. Na ploche Ty

predpokladame Dirichletovu okrajovi podmienku aph@chel’, predpokladame von
Neumannovu okrajovi podmienku. V tejto kapitole 2d@e, ako v metdéde kofreych
prvkov spinf von Neumannovu a Dirichletovu okrajovd podmienku a&ko
implementova tzv. neodrazajluce hranice.

Na kazdy prvok posobia ploSné sily ako dosledokopénia okolitych prvkov
a pripadne vonkajsich plosnych sil pésobiacichloehe I',,. Silovy Einok tychto sil
na kazdy prvok je vyjadreny v lokalnom vektore diaoej sily {@# . Pri vytvarani
globalneho vektordd® sa prispevky ploSnych sil pdsobiacich na hraniciaedzi
prvkami navzajom eliminuju (su to sily rovnakol'ké, pdsobiace na rovnaku plochu,
ale v opgnom smere) a nenulové zostanu iba prispevky odpbbssil posobiacich na
plochel'r. Tym je splnena von Neumannova okrajova podmienka.

V kapitole 2.3 sme uvazovali prvok s vnutornymiami (t.j. Ziaden z uzlov
nelezal na hranicl” ;). V pripade, ze tomu tak nie je, postup diskreizé&ga zmeni.
Nebudeme opakovaely postup znova, ale uvedieme iba zmeny v pestup

Posunutie mimo Dirichletovej hranice sme adla{u'} a posunutie na
Dirichletovej hranici sme ozidi {g . Posunutie{u'} nie je definované na
Dirichletovej hranici a posunuti€g nie je definované mimo Dirichletove] hranice.
Preto ich definujeme ako nulové, teda

{u(xyz¥=0; (xy,20r,,

(75)
{9(xy2)=0; (xy2z)0r,.

Posunutie Yubovolnom bode oblas® = Q O preto mdZzeme zapissakto
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{u(x y 2z =(ul xy2)+ 6.xv . (76)

Uvazujme prvok, ktory ma uzlov, z tohon, uzlov lezi na Dirichletovej

hranici. Rovnako ako v pripade prvku s vnutornynilami, aj teraz budeme

diskretizova rovnicu (18), pfom budeme mustfe zoladnt aj posunutie{g .

Analogicky s (22) a s vyuzitim (76) mbézeme gisa
{ULHYEIS( VG (77)

Vektor {U'} je dany vrfahom (21), ptiom zlozky prislichajice uzlom na
Dirichletovej hranici sii nulové. Rozmery vektdid'} st 3nx1 a paet nenulovych
zloziek je 3(n-n,). Podobne je definovany aj vekt¢} , ale nulové st zlozky
prislichajuce vnatornym uzlom. Jeho rozmery3sx 1 a pa@et nenulovych prvkov je
3N, .

Dal3im krokom diskretizacie bolo nahradenie vahoujatkcii {w konenou
mnozinou funkcii. Pripomene si, Ze funkciglw su l'ubovolné funkcie, nulové na
hranici " . Tvarové funkcie musia &t podmienky (20). To, okrem iného, znamena,

Ze tvarova funkcia pre uzolmusi by v tomto uzle rovna jednotke. Ak uzolezi na
Dirichletovej hranici, vahové funkcie nsom musia by nulové. Dévod, pr
nembzeme poutitvarové funkcie pre uzly na Dirichletovej hraniako vahoveé

funkcie, je teda zrejmy. Preto ako vahové funkci®lime iba tie dpce matice
tvarovych funkcii, ktoré stvisia s vnatornymi uziardatia® sme zvolili 3(n-n)
vahovych funkcii, a potrebujeme eSte z¥dlin, funkcii. Vahové funkcie mézu By

fubovolné funkcie, ktoré $gaju poZadované podmienky. Najjednoduch3ou funkciou,
ktora tieto podmienky dpa aj v uzloch leziacich na Dirichletovej hrania, funkcia

identicky rovna nule. Analogicky s (27) mdézZzeme pisa

0
{w} { g pre 0, a{w} =0 pre ill,, (78)
0
kde {g} je i-tym sipcom matice tvarovych funkcifS]. Takto definované vahové

funkcie dosadime do sustavy rovnic (28), sustavpiSeane pomocou matic

a dostaneme rovnicu podobnu (37)

36



[pls1I3(U £16) @=-f(L 1) I2{{} 4+ g @
HI1t@+ I g{m @

Ay

(79)

kde sme vektofz} vyjadrili pomocou vahov (31) a (39).

V porovnani s rovnicou (37) sme v rovnici (79) izali novi maticu[S’] .

Nutnog’ zavies novu maticu vyplyva z odliSného spdsobu defini@bovych funkcii,

ak uvaZzujeme aj uzly na Dirichletovej hranici. igade, Ze uvaZujeme prvok bez
uzlov na Dirichletovej hranici, maticgS] a[S’'] su totozné. Ak uvaZujeme prvok s
uzlami aj na Dirichletovej hranici, nemézeme pduiarové funkcie pre tieto uzly ako
vahové funkcie. Miesto nich pouZijeme nulové fuekdivar maticd S'] ukazeme na

jednoduchom priklade. Majme trojuholnikovy prvokizami vo vrcholoch, péom

uzol 1 (v lokdlnomgislovani) je na Dirichletovej hranici, uzly 2 a @ gnatornymi

uzlami. V takomto pripade bude thmatica[S’] tvar
[[0L.[=2].[ 31,

kde [0] ozn&uje nulovd maticu rozmero8x 3.

Rovnicu (79) mézeme upravna tvar totozny s rovnicou (44)

MUY ) ¢, (44)

ale zmenia sa definicie lok&lnej matice hmotnostkalnych vektorov sil
M=[p[S1T 5 @ (80)
=-[urst )iy de=-] #["IDI1B(W{+ G) @ (81)
{B=s11¥ d+ [ ${}h d-Kh G (82)

Rozmery veliin zostali nezmenené, teda matjcd ma rozmery3nx 3n, vektory sil

{1 a{# maju rozmery3nx1. Rovnica (44) tak predstavuje susta$m rovnic, pre
3(n— nD) neznamych. Priponiiene si, Ze podmatice v matif®’], ktoré prislichaji

uzlom na Dirichletovej hranici, su nulové maticeet® v matici hmotnostjm| budu
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riadky prislichajuce uzlom na Dirichletove] hranwgiplnené nulovymi podmaticami.
Ak maticu [m] vynasobime vektorordU'} , v ktorom s podvektory prislichajlice
uzlom na Dirichletovej hranici nulové vektory, ,vapna“ aj sipce matice [
prislichajuce uzlom na Dirichletovej hranici. Rokgpgoostup mézeme zopakavaj

pre ostatn&leny rovnice (44). Rovnica (44) teda predstavujpiszéxﬂstavy3(n— nD)
rovnic pre 3(n—n,) neznamych, ateda je jednozne riesiténa. Navy3e, pretozZe

pouzivame diagonalizovani maticu hmotnosti, buddyviulovy aj poslednylen

v rovnici (82). Preto netreba na Dirichletovej licapredpisové aj zrychlenia{ G , ale

staii predpisové iba posunutigd G . Rovnica (45) pre celi obkas) sa nezmenila,

pretoze globalne veiliny iba vytvarame z lokalnych vélin.

Pri vypaite seizmického pohybu musime zabeéifyeaby seizmicky pohyb
v zaujmovej oblasti nebol ovplyvneny odrazmi odrticasiete. PouZidostaténe ve'ka
sie’ je prakticky nemozné, lebo takatotskey musela by prilis ve’ka a vypdet by tak
bol neefektivny (a z dévodov patimych narokov mozno nerealizovitg). Preto sa
v praxi pouzivaju hragné podmienky minimalizujice mnoZstvo energie odnage
spd& do modelu, tzv. neodrazajuce hranice.

Existuje mnozstvo pristupov, ako aproximowveeodrazajace hranice. Ani jeden
v8ak nie je dostatme univerzalny pre pouzitie lubovolnom modeli, resp. sieti.
na vinovom poli vo vnutri modelu. Stmme sa budeme vendvgednej skupine
aproximacii neodrazajucich hranic Spwlou vlastnotou tejto skupiny je, Ze

posunutie na hranici je mozné vSeobecne zépisaare (napr. Moczo 1998)

{Gpu I = Aod Uniah + AL Ui}
+A{G, I +A{U,l +AL UL), (83)
A {Gralgt + A Ui by + AL U by
Posunutie na hranici sme ozila, G*“, lebo ide o Dirichletovu hranicu (predpisujeme
posunutia). Dolné indexyn+1, m, m-1 ozn&uju ¢asove hladinyl, je globalnesislo
uzla na hranici|l, je globalnegislo prvého uzla ,pred” hranicou g je globalnetislo
druhého uzla ,pred* hranicou. Koeficient% su rdézne pre rézne typy neodrazajucich

hranic. Vyhodou takéhoto pristupu je mozhaeslativne 'ahko implementoua do

programu rézne typy neodrazajacich hranic. Prikl&dgficientov neodrazajlcich
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hranic su v Tab. 2. Ak su vSetky koeficienty roviude, neodrazajlca hranica sa sprava

ako pevna hranica.

Tab. 2 Priklady koeficientov neodrazajucich hranic

Ao | P | P | A0 | AL | A | Ao | A | Ay
Clayton
aEnquist| ¢ 0 0o |1-%| =& 0 0 0 0
(1977)
Reynolds _cAt it _q_chAt | cAt
(1978) 0 0 0 -5 | 1+ 0 0 1-= -

¢ je rychlos’ seizmickych in (a alebo ), Atje casovy krokh je priestorovy krok

Vypoétova schéma
l. Konstrukcia siete
Il. Inicializacia
1. vypcitanie lok&lnych matic hmotnosti (p@d(80)) pre vSetky prvky
2. vytvorenie globalnej matice hmotnosti z lokalnychtio
3. inicializacia pd@iatocnych podmienok{U_} ={U,} =0
4. m=1
lIl.  Casova slika

1. vypositanie vektoru deformacige, } (pod'a (74)) pre v3etky prvky

2. vypccitanie lokélnych vektorov vratnej sily a posobiasdy (pod'a (81) a
(82)) pre vSetky prvky

vytvorenie globalnych vektorov sil z lokalnych vetdv

aktualizacia posunutia vo vnutornych uzloch (f20(59))

aktualizacia posunutia v uzloch na Dirichletovegtici (pod'a (83))

m= m+1

N o o bk~ w

navrat na z&atok casovej slaky
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4 Struény opis programového suboru FE2001

Programovy subor FE2001 je¢eny na vypoet Sirenia seizmickych in
a seizmického pohybu v lokalnych geologickych &titach. Bol vytvoreny na
zéklade metddy koraych prvkov opisanej v kapitole 2 a algoritmu op&# v
kapitole 3. Programovy subor pozostava z dvoch naragv. Oba programy boli
napisané v jazyku Fortran 95. Program Mesh pokrymoctova oblag sie’ou uzlov
a prvkov. Program FE2001 rieSi pohybovu rovnicu tkara metddou korimych
prvkov.

Program Mesh umaije vytvort® modely (teda steuzlov a prvkov) dvoch
typov prostredi

» homogénny polpriestor

* homogénna horizontalna vrstva na homogénnom pstpre

Vstupnymi udajmi su hranice vygovej oblasti, vékos’ prvkov, materialové
vlastnosti, typ parametrizacie prostredia a poloi@ja. Vstupné parametre su v dvoch
suboroch, ,mesh.ini“ a ,fe2001.ini“. Konfigutaé parametre zo suboru ,mesh.ini* su
uvedené v Tab. 3. Konfigumaé parametre zo suboru ,fe2001.ini* st v Tab. 4.

Vypoctova oblag je tvaru kvadra. Hornd strana je vZzdy=0. Pouzivame

pravot@ivlu suradnicovl sustavu, v ktorej assmeruje na sever, og na vychod a 0s

z nadol. Vypd@tova oblas je pokryta siéou prvkov tvaru kocky so strandu

Prostredie mdzZzeme parametrizévpomocou hodnét velin v uzloch alebo
pomocou hodnét pre cely prvok. Parametrizacia pedst hodnotami v uzloch ma
vyhody v spojito nehomogénnych prostrediach, peetgzostredie v prvku nie je
povaZzované za konStantné. V prostrediach, kde Bainye menia skokom, je vSak
takyto pristup nevyhodou. Ostré rozhranie sa spaikeaprechodova vrstva s hrubkou
rovnajucou sa vyske prvku. Pri parametrizacii i pomocou prvkov sa povazuje
prostredie v prvku za konStantné. Tento pristuprgo vyhodnejsi v prostrediach, kde
sa veltiny menia skokom, a nevyhodny v spojito nehomogéhngrostrediach. Aky
pristup parametrizacie bude pri tvorbe siete pguizittujeme nastavenim parametra
medium. Ak je nastaveny na 0, pouZije sa parametrizamatpgedia pomocou uzlov, ak
na 1, pouZzije sa parametrizacia prostredia pompogkov.

Pri vypaite vinového ptia mdéZzeme pougiviacero spdsobov excitécie vinového

pola. Ak by sme chceli pouwZibodovy seizmicky zdroj, resp. bodova aproximaciu
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seizmického zdroja (Moczo 1998), potrebujeme poziabalnecisla uzlov, v ktorych
maju posohi sily, pomocou ktorych seizmicky zdroj aproximujernddy sme mohli
Cisla uzlov zisti, potrebujeme poziigoolohu zdroja a vzdialenty akej pésobia sily.
Tieto charakteristiky méZeme nastagiomocou parametrosc_coo(suradnice polohy
zdroja) asc_h

Vystupom programu Mesh su subory, ktoré obsahojpiepné udaje o uzloch
(ich globéalnegisla, vlastnosti, dt.) a prvkoch (globalnéisla uzlov, ktoré prvok tvoria
a typ prostredia v prvku).

Program FE2001 je &eny na vypoet vinového pba. Vstupnymi Udajmi su
sie uzlov a prvkov, poloha, typ a charakteristiky Zdroparametre numerickej a
casovej integracie, parametre neodrazajlcich hrasigbsob a parametre zaznamena-
vania vinového pka. Preliiad konfigurgnych parametrov je v Tab. 4.

Sig¢’ uzlov a prvkov a jej parametre su
vystupom programu Mesh. Na excitaciu
vinového pda mbdZzeme poui bodovy
dislokatny zdroj, vtl&enu silu alebo objemovu
silu. Bodovy dislokany zdroj je v programe

modelovany Siestimi  silami  p&sobiacimi

v Siestich réznych uzloch v okoli uzka (vid
_ o _ Obr. 7 Poloha uzlov (malé krazky),
Obr. 7). Vzdialenosti tychto uzlov od uzesu o _
i . . . v ktorych posobia sily, ktorymi
rovhaké amobzeme ich nastvipomocou

) _modelujeme bodovy dislokay
parametra sc_h Poloha uzla A je dana

) zdroj. Poloha zdroja je zhodna
parametrom sc_coo Pomocou bodového L
_ i . _ s polohou uzl& (velky kruzok).
dislokatného zdroja m6zeme simulavbodovy
seizmicky zdroj, vtedy V&os’ a orientacia sil zavisi od parametsivike, dip, rake,
mp a odc¢asovej funkcie alebo explozivny zdroj, vtedy maijy &a radialnu zlozku
a ich vékog’ zavisi od parametmag acasovej funkcie. Ak@asovu funkciu pouzivame

Gaborov signal v tvare

f (t) =cos(sc_wi{t- sc_t3+ sc_ the)eDexE—(SC_ Wi - se. tﬂz}

SC_ |

kdesc_tsnie je nezavisly parameter. Ak je zadany nulowjoéita sa potia vza’ahu
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Sc_ts= 0.977&.
sC_w

Explozivny zdroj méZeme simulot/aj pomocou objemovej sily v tvare
Fixv.z9=Ag xyF ()
kde

s(xy3=exd sc B x o +( v o +( 2 ]}

A ozna&uje amplitﬂdu,(xo, Yo zo) su suradnice polohy zdroja, zadané cez parameter

SCc_cooa parametesc_p ovplyviuje ve’kos” excitovanej oblasti a musi bygaporny.
Celkovo tak mdZzeme pouZzstyri typy excitacie vinového fa. Typ excitacie volime
parametronsc_type

Integrdly vo vfahoch (80), (81) a (82) su @tané numericky, metdédou
Gausovej kvadratlry. Rad presnosticuje parameterintegrationOrder. CasovU
integraciu riadia parametrdime_level_start time_level stop adt. Parameter
time_level_start je prva pditana casova hladinatime_level _stop posledna at je
velkos’ ¢asoveho kroku.

VSetky koeficienty neodrdZajucich hranic zavisiaa nmateridlovych
vlastnostiach prostredia v blizkom okoli hranicaeaapriestorovom kroku, s akym su
rozlozené uzly pred hranicou. Preto v nehomogénnuodeli musime pou#irbzne
vstupné parametre a niekedy aj spdsob vtpdkoeficientov neodrazajucich hranic
v réznych uzloch na neodrazajacich hraniciach. &blaeodrdzajucich hranic tak
modzeme rozddli na niekdko oblasti, v ktorych sa koeficienty neodrazajudichnic
paocitaju rovnakym spésobom a z rovnakych vstupnychnbodPa@et tychto oblasti
udava parameteNum_Of Types a parametre neodraZajucich hranic su v subore
S menonbouinput.

Vysledkom vyp6étu je zaznantasového vyvoja vinového pa. Vinové pole
modZzeme zaznamenava prijimatoch alebo pomocou tzv. snapshotov. Prifimabze
byt umiestneny Yubovolnom bode vypaovej oblasti a mb6Zze zaznamenéwaetky
zloZzky posunutia, zloZzky tenzoru deforméacie a zjozknzoru napatia. Pomocou
snapshotov mbézeme zaznamen&asovy vyvoj zloziek posunutia v uzloch. Pomocou

snapshotov je mozné pozord\Erenie ¥n napriklad v réznych rezoch modelu.
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Tab. 3 Konfiguratné parametre v subore ,mesh.ini*

Xmin X-ova suradnica prednej hranice siete
Xxmax X-ova suradnica zadnej hranice siete
ymin y-ova suradnicBavej hranice siete
ymax y-ova suradnica pravej hranice siete
zmax z-ova suradnica spodnej hranice siete
h ve’kos’ strany prvku

alfaL rychlog” P-vin vo vrstve

betal rychlog’ S-vin vo vrstve

rhoL hustota vo vrstve

alfa rychlog P-vin v polpriestore

beta rychlog S-vin v polpriestore

rho hustota v polpriestore

Zlayer hrabka vrstvy

medium uréuje typ parametrizacie prostredia

Tab. 4 Konfiguratné parametre v subore ,fe2001.ini*

Kontrolné parametre

root

kora&r ndzvov suborov

model_status

duje ¢i existuju vstupné subory so statickymi el

nami (model)

continue_status

tuje ¢i existuju vstupné subory s dynamickymi el

nami

Casovéa a numericka integracia

dt

casovy krok

time_level_start

prva gitanacasova hladina

time_level_stop

posledna gtanacasova hladina

IntegrationOrder

rad presnosti pri numerickychgnéeiach

Pocet uzlov a prvkov

num_Nodesl

peet vnutornych uzlov

num_NodesWall

pEet uzlov na stenach neodrazajucich hranic

num_NodesEdge

get uzlov na hranach neodrézajucich hranic
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Tab. 4 Pokr&ovanie

num_NodesCorner

pet uzlov v rohoch neodrazajucich hranic

num_Elems

p&et prvkov

num_nodes_per_eleme

nt ged uzlov na jeden prvok

Neodrazajuce hranice

num_of_types

pEet pouzitych ,typov* neodrazajdcich hranic

€ho

bouinput meno suboru s parametrami neodrazajucahit
Prijima ¢e
receivers pet prijimaov
periodicity periodicita zaznamenavania vinovéhtigoo
v prijimatoch; zaznamenavaju gasove hladiny
time_level_start, time_level_start + periodicity...
recinput meno suboru s parametrami prigma
recoutput korg mena vystupnych suborov so zaznamom vinoy,
pola
Zdroj
sc_type typ zdroja
0 | explozivny zdroj modelovany objemovou silou
1 | bodovy seizmicky zdroj modelovany
2 | explozivny zdroj bodovym d?slokanym
zdrojom
3 |vtlxena sila
SC_Ccoo poloha zdroja
scC_w
> parametre Gaborovho signéalu
sc_ts
sc_theta
sc_p parameter objemovej sily
dip
rake
parametre bodoveho seizmického zdroja
strike
mO
sc_h rameno sily aproximacie bodoveho distoliédno zdroja
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Tab. 4 Pokr&ovanie

sc_pll..sc_p32

¢isla uzlov, v ktorych pdsobia sily aproximujuce boyl

dislokainy zdroj

Snapshoty

shap_planes

@et rovin, v ktorych sa maju zaznamenasaapshoty

shap_mx p&et uzlov vrovine v jednom smere (nemusi ta’ by
smer osi x suradnicového systému modelu)
shap_my p&et uzlov vrovine v druhom smere (nemusi td by

smer osi y stradnicového systému modelu)

shap_periodicity

periodicita zaznamenavania snapsho

snap_Directinput

wuje typ vstupného suboru so snapshotmi
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5 Testovanie programového suboru FE2001

Pomocou programoveho suboru FE2001 boli vykonant@gtovacie vypéty.

Ich cid’lom bolo overi presnog metddy a spravnészdrojového kédu. Vysledky
ziskané programovym suborom FE2001 boli porovnaneydedkami nezavislej
metddy. Ako porovndvacia metdda bola zvolena neetdidkrétnych vinovyckisel
(Bouchon 1981, Coutant 1989). Dva vy¢poboli vykonané pre model homogénneho
polpriestoru, ale v kazdom bol pouZity iny typ é&cie vinového pka a jeden vypiet
bol vykonany pre nehomogénny model (model horidaejarstvy na polpriestore).

V testovacom vypte 1 bolo skumané vinové pole excitované bodovym
zdrojom 6c_type= 1) v homogénnom polpriestore. Fyzikalne vlastnpslpriestoru
boli alfa = 4 000 m/sbeta = 2 300 m/srtho = 1 800 kg/m. Poloha zdroja bolac_coo
=(3999 m, 3999 m, 2 511 m) a charakteristikyodbolidip = 45°,strike = 0°,rake
= 90°, mp = 10*° Nm. Parametréasovej funkcie bolsc_w= 1.4137 sc_j= 0.5,sc_ts
o = 1, sc_theta = 0. Casova funkcia a jej
| Fourierova transformacia su na Obr. 8tSie

bola tvorena prvkami tvaru kocky so

Amplitada
o
(92}
|

stranouh = 93 m. Z podmienky vzorko-

00 bt vania (12 uzlov na najmensiu vinoviZku
0001 e 2 ¥ vmodeli) vyplyva, Ze dostatoe presny je
(a) v casovej oblasti vypocet do frekvencie 2.06 Hz. Porov-
nanim s Obr. 8b vidime, Ze pre t&@sovu
funkciu zdroja je tato frekvencia dost&to
04 - na. Rozmery vyp&iového modelu boli

0'2’: 12 369 mx 12 369 mx 6 510 m, t.j. 133

00 | T T

0 1 2 3
Frekvencia [Hz]

Amplitida

x 133 x70 prvkov. Na spodnej aj boych
hraniciach boli pouzité neodrazajuce
hranice potla Peng a Toks6z (1994,1995),

nastavené na maximalny atim $w

(b) vo frekvergnej oblasti
Obr. 8 Casova funkcia zdroja pouzita

v testovacich vyptioch 1 a 2
Hornou hranicou bol Mmy povrch, teda

Neumannova hranica. Parametasovej integracie bolit = 0.02 stime_level_start=
1, time_level stop= 300. VInové pole bolo zaznamenavané deviatinijinpacmi,
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ktoré boli umiestnené na mom povrchu tak, ako je vidiena Obr. 9. Prijimé su

ozna&ené rimskymgislicami od | do IX.

A
X
C |l _ W e __
839¢ YIII Yw
! 1100 !
Cl_ N -V _____ '
729¢ Yu Yv |
: 1100 : |
619¢ | -V _____3 : :
Y| Ylv : |
: 2200 | : |
E 22001 11001 1100’
399¢ | - - Yo
*,‘ Yvil va YiX
399¢ 619¢ 729¢ 839¢ y'

* poloha zdroja poloha prijinda

VSetkyciselné udaje st v metroch.

Obr. 9 RozloZenie prijim&v pouzité v testovacich vypimch 1 a 2

V testovacom vyptte 2 bolo skimané vinové pole excitované explozivnym
zdrojom pomocou objemovej silgd€ _type= 0) v homogénnom polpriestore. Model,
¢asova funkcia zdroja a rozloZenie prijitoa zostali rovnaké ako v testovacom
vypoite 1. Pouzité neodraZajuce hranice (Peng a Tok884,1995), boli nastavené na
maximalny Gtim P-in. Parameter zdrojovej siy mal hodnotu -0.0003125. Pri takejto
hodnotep, je excitovana obldgyu’ou s polomerom priblizne 150 m.

V testovacom vypte 3 bolo skimané vinové pole v modeli horizontélnej
vrstvy na polpriestore. Fyzikalne vlastnosti padgtoru bolialfa = 2 025 m/speta =
1125 m/s,rho = 1800 kg/m Hribka vrstvy bolazlayer = 200 m a fyzikalne
vlastnosti vrstvy bolalfalL = 1 125 m/spetal = 625 m/srhoL = 1 600 kg/m. Bola
pouzitd parametrizacia prostredia pomocou prvkoedium = 1). Vinové pole bolo
excitované bodovym zdrojonsd_type = 1). Jeho poloha bolsc_coo= (0 m, 0 m,
550 m) a charakteristiky bolilip = 45°, strike = 0°, rake = 90°, mo = 10° Nm.
Parametrecasovej funkcie bolisc w = 1.4137 ,sc_j=1.5,sc_ts= 3, sc_theta=
1.5708.Casova funkcia a jej Fourierova transformacia sha 10. Sié bola tvorena
prvkami tvaru kocky s hranoln = 50 m. Maximalna frekvencia, do ktorej je v{pb
dostaténe presny, je 1.04 Hz. Vyptwva oblag mala rozmery 8 000 ¥ 8 000 mx
6 000 m, t.j. 16@160x120 prvkov. Na spodnej aj baych hraniciach boli pouzité
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Obr. 10 Casova funkcia zdroja pouZita v testovacom ed

neodrazajuce hranice piad Peng a Toks6z (1994,1995). Hornou hranicou bbiwo
povrch. Parametretasovej integracie bolidt = 0.02 s, time_level_start = 1,
time_level_stop = 500. VInové pole bolo zaznamenavané prifiom v bode
(1 475,0,0).

Na Obr. I, Il alll su vysledky testovacieho vy 1. Na Obr. IV, V a VI su
vysledky testovacieho vyptu 2. Na obrazkoch su porovnar@sové zaznamy
vSetkych zloziek posunutia v prijifach |- 1X ziskané programovym suborom
FE2001 a metédou diskrétnych vinovyéisel (DWN). Viny s malymi amplitidami,
ktoré mézeme vidie na zaznamoch FE2001 po skeni hlavného impulzu (prichod
priamych \n), s spdsobené nedokonalou aproximéaciou neodiéZhj hranic.
Amplitady tychto \in st ovéa mensie ako amplitidy priamyclinva vypget zostal
stabilny aj po prichode seizmickychinvk neodrazajicim hraniciam. Na Obr. VII su
porovnanécasové zéznamy vSetkych zloZiek posunutia z testevacvypatu 3,
ziskané programovym suborom FE2001 a metédou dinsfaié vinovychéisel (DWN).

Aj na tychto zaznamoch mdézZzeme vididny odrazené od neodrazajucich hranic. Na
rozdiel od predchadzajucich vygiov neprisli tieto viny do prijimé& az po skateni
hlavného impulzu (@ zdznam V-zloZzky posunutia). Kvéli malym amplitGdar$ak
nespoésobili vyrazné rozdiely na zaznamoch U a Vkalgosunutia. Vysledky ziskané
programom FE2001 su preto v dobrej zhode s vystadkaiskanymi metédou

diskrétnych vinovyckisel (DWN).
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6 Zaver

Diplomova praca je venovana aplikacii metody Koryeh prvkov na rieSenie
pohybovej rovnice dokonale elastického kontinua.

Kapitola 2 je ivodom do metody kamgch prvkov. Odvodena je tzv. slaba
forma pohybovej rovnice kontinua. Pouzita je forauih metody konmych prvkov
bez globalnej matice tuhosti. Globalna matica ttihesahradena globalnym vektorom
vratnej sily. Takato formulacia ma dizge mensSie panmtavé naroky, avsak vyzaduje
dihSi vypa@tovy ¢as pretoze globalny vektor vratnej sily je nutnéuakzova’ v kazdej
casovej hladine.

V kapitole 3 je opisany programovitg algoritmus metody kowaych prvkov
zaloZeny na wahoch uvedenych v kapitole 2.

Na z&klade tohoto algoritmu bol v jazyku Fortrah Wtvoreny programovy
subor FE2001. Kapitola 4 je venovana &wému opisu suboru FE2001. Programovy
subor FE2001 je tvoreny dvoma programami — MeslE20B1. Program Mesh je
ureny na pokryvanie vygmtovej oblasti siéou uzlov a prvkov. V stasnej verzii
umo#iuje vytvara pravidelné siete z prvkov tvaru kocky s uzlami estmenymi vo
vrcholoch. Program FE2001 jeceny na samotné rieSenie pohybovej rovnice kontinua.

Programovy subor FE2001 bol testovany pomocoilntraenerickych vypétov
pre dva kanonické modely. V prvom vype bolo vinové pole v homogénnom
polpriestore excitované bodovym seizmickym zdrojdhdruhom vypdéte bolo vinové
pole v homogénnom polpriestore excitované exploaivizdrojom. V tréom vypdaite
bolo vinové pole v modeli homogénnej horizontalnajstvyy na homogénnom
polpriestore excitované bodovym seizmickym zdrojomVysledky ziskané
programovym suborom FE2001 boli v dobrej zhode dedkami ziskanymi metédou
diskrétnych vinovyclkisel (Bouchon 1981, Coutant 1989).

Vytvoreny programovy subor implementuje algoritmoeetdédy koneénych
prvkov, ktorého pam@vé naroky su v porovnani s klasickym algoritmonugiatne
zredukované. Umaillje tak vypdet vinového pBa aj v modeloch, pre ktoré by
klasicky algoritmus nebol pouZltey z dévodu vysokych pamévych nérokov.
Diplomova praca tak prispieva k usiliu o efektivimedelovanie Sirenia seizmickych
vin v komplikovanych realistickych trojrozmernych uittirach, ktorému je

v s(tasnosti venovana Ve pozornos
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Obr. 1 Porovnanie syntetickych seizmogramov U-zloZzky paosian
z testovacieho vyptu 1, vypcitanych na povrchu homogénneho
polpriestoru programovym suborom FE2001 (pldégara) a metddou
diskrétnych vinovych cisel (preruSovanaciara). VInové pole bolo

excitované bodovym seizmickym zdrojord{ =0°, 6 =45, 1 =90° a

m, =10'° Nm) v bode [3999, 3999, 2511].
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Obr. Il Porovnanie syntetickych seizmogramov V-zloZzky pasian
z testovacieho vyptu 1, vyp@itanych na povrchu homogénneho
polpriestoru programovym suborom FE2001 (pldéra) a metdédou
diskrétnych vinovych ¢isel (preruSovanéciara). VInové pole bolo

excitované bodovym seizmickym zdrojor®{ =0°, 0 =45°, A =90° a

m, =10'° Nm) v bode [3999, 3999, 2511].
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Obr. IV Porovnanie syntetickych seizmogramov U-zlozky paosian

z testovacieho vyptu 2,

vyp&itanych na povrchu homogénneho

polpriestoru programovym suborom FE2001 (pldé&ra) a metdédou

diskrétnych vinovyckisel (preruSovan&ara). VInové pole bolo excitované

explozivnym zdrojom v bode [3999, 3999, 2511].
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Obr. V Porovnanie syntetickych seizmogramov V-zloZzky pasian

z testovacieho vyptu 2,

vyp@itanych na povrchu homogénneho

polpriestoru programovym suborom FE2001 (plggra) a metddou

diskrétnych vinovych cisel

(preruSovanaciara).

Vinové pole bolo

excitované explozivnym zdrojom v bode [3999, 39231 1].
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Obr. VI Porovnanie syntetickych seizmogramov W-zloZzky paosian

z testovacieho vypu 2, vypa@itanych na povrchu homogénneho
polpriestoru programovym suborom FE2001 (pldéara) a metodou

diskrétnych vinovych cisel (preruSovanaciara). VInové pole bolo

excitované explozivnym zdrojom v bode [3999, 39231 1].
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Obr. VIl Porovnanie syntetickych seizmogramov z testovacieho
vypoctu 3, vypa@itanych na povrchu horizontalnej vrstvy na
polpriestore programovym suborom FE2001 (ptid@ra) a metddou
diskrétnych vinovych¢isel (preruSovan&iara). Vinové pole bolo

excitované bodovym seizmickym zdrojor#{ =0°, 0 =45°, A =90°

a m, =10 Nm) v bode [0, 0, 550].
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