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MMOTIVÁCIAOTIVÁCIA (1)(1)
P h é i ž éh ľ Z• Poruchové parametre  tiažového poľa Zeme:

h ý iál
{ }, , ,

P
T g g  P povrch Zemeδ Δ ∈

• Poruchový potenciál
( ) ( ) ( )T P UW P P= −

• Vektor poruchového tiažového zrýchlenia 

( ) ( ) ( )PP Pδ = −g g γ
• Porucha tiažového zrýchlenia

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )cos , Eg P g P n n g PP Pγδ γ= − −( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )cos , 1,En n  max. chyba 20 Galμ
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MMOTIVÁCIAOTIVÁCIA (2)(2)
• Klasické riešenie bolo založené na vektoroch anomálií 

tiažového zrýchlenia

( ) ( )P QΔ = −g g γ

• Nejednoznačnosť určenia           na teluroide, v dôsledku 
ô h ýš k f ( iá i ž 2 B š k l

( )Qγ
rôznych výšok mareografov (variácia až 2 m, Burša a kol. 
2000), t.j. 0.6 mGal, 

• !SYSTEMATICKÁ CHYBA PRI HOMOGENIZÁCII 
ÚDAJOV!ÚDAJOV! 
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MMOTIVÁCIAOTIVÁCIA (3)(3)
• Anomália tiažového zrýchlenia

( ) ( ) ( )cos , Eg g P n n QγΔ = −( ) ( ) ( )
( ) ( ),g g P Q  γΔ −

( )cos , 1Epretože n n
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CCIEĽIEĽ PRÍSPEVKUPRÍSPEVKU
ˆ ˆ ˆ• Analyzovať vplyv chýb v určení polohy bodu                   na 

fyzikálne parametre U(P) a γ(P) ako funkcie
( , , )P X Y Z

( ) ( )ˆ ˆ ˆP f GM J X Y Z( ) ( )2,0, , , ; , , ; , ,U U X Y ZP f GM J a X Y Zσ ω σ σ σ=

( ) ( )2,0
ˆ ˆ ˆ, , , ; , , ; , ,X Y ZP f GM J a X Y Zγ γσ ω σ σ σ=
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NNORMÁLNYORMÁLNY TIAŽOVÝTIAŽOVÝ POTENCIÁLPOTENCIÁL
ZZ

Povrch konfokálneho elipsoidu
prechádzajúceho bodom P

P(u,β ,λ)

u

( β )
Povrch     ekvipotenciálneho elipsoidu0S

β

b

FEβ

X

Yλ
a

FE

• Elipsoidické harmonické súradnice bodu P: P(u, β, λ)
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NNORMÁLNYORMÁLNY TIAŽOVÝTIAŽOVÝ POTENCIÁLPOTENCIÁL
• Normálny tiažový potenciál na povrchu ekvipotenciálnehoNormálny tiažový potenciál na povrchu ekvipotenciálneho

elipsoidu je daný vzťahom:
2

2t ( )GM EU f GM bω⎛ ⎞
⎜ ⎟

• Normálny tiažový potenciál v bode P mimo povrchu

2
0 arctan ( , , , )

3
U a f GM a b

E b
ω⎛ ⎞= + =⎜ ⎟

⎝ ⎠

Normálny tiažový potenciál v bode P mimo povrchu 
ekvipotenciálneho elipsoidu je daný vzťahom:

( ) ( )2 2 2 2 2 2 21 1 1arctan sin cosGM E qU Eβ ω β ω β⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟

kde

( ) ( )
0

, arctan sin cos
2 3 2

qU u a u E
E u q

β ω β ω β= + − + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

21 E⎡ ⎤⎛ ⎞2

2

2

1 1 3 arctan 3
2

1

u E uq
E u E

b E b

⎡ ⎤⎛ ⎞
= + −⎢ ⎥⎜ ⎟

⎝ ⎠⎣ ⎦
⎡ ⎤⎛ ⎞

0 2

1 1 3 arctan 3
2

b E bq
E b E

⎡ ⎤⎛ ⎞
= + −⎢ ⎥⎜ ⎟

⎝ ⎠⎣ ⎦
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VVEKTOREKTOR NORMÁLNEHONORMÁLNEHO TIAŽOVÉHOTIAŽOVÉHO ZRÝCHLENIAZRÝCHLENIA

• Pre vektor normálneho tiažového zrýchlenia platí:

( ) ( )( )P d U P( ) ( )( )P grad U P=γ

• Zložky vektora γ(P) je možné vyjadriť v súradnicových 
systémoch:
• (u, β, λ)P – elipsoidických harmonických súradníc,
• (X, Y, Z)P – karteziánskych súradníc,
• - sférických súradníc,
• (h, φ)P  - smere normály k elipsoidu.

( ,  ,  )Pr ϕ λ
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VVEKTOREKTOR NORMÁLNEHONORMÁLNEHO TIAŽOVÉHOTIAŽOVÉHO ZRÝCHLENIAZRÝCHLENIA
Z Detail zložiek vektora

v systémoch(r , ϕ , λ) a (h, ϕ)
γ(P)

P h k f kál h li id

P

γ
γϕ

ϕ

v systémoch(r , ϕ , λ) a (h, ϕ)

Povrch konfokálneho elipsoidu
prechádzajúceho bodom P γ

r
γ
h

γ(P)

γ
X

γ
Y

γ
PPovrch

ekvipotenciálneho elipsoidu
S0

γ
Z

γ (P)

γ
u

γ
β

β

Yλ
ϕ

βϕ

X
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VVEKTOREKTOR NORMÁLNEHONORMÁLNEHO TIAŽOVÉHOTIAŽOVÉHO ZRÝCHLENIAZRÝCHLENIA

V kt ál h ti ž éh ý hl i ú d i té ( β λ)• Vektor normálneho tiažového zrýchlenia v súradnicovom systéme (u, β, λ)P
2 2

2 2 2
2 2 2 2

0

1 ´ 1 1sin cos
2 6

GM a E q u
w u E u E q

ω β ω β

γ

⎡ ⎤⎡ ⎤⎛ ⎞− + − −⎢ ⎥⎢ ⎥⎜ ⎟+ + ⎝ ⎠⎣ ⎦⎢ ⎥
⎡ ⎤ ⎢ ⎥

( )
2 2

2 2 2
, , 2 2

0

1 sin cos

0

u

u
a qP u E

w qu E
β λ β

λ

γ
ωγ ω β β

γ

⎡ ⎤ ⎢ ⎥⎡ ⎤⎢ ⎥ ⎢ ⎥= = − − + +⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥+⎣ ⎦⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦
⎢ ⎥⎣ ⎦

γ

• Vektor normálneho tiažového zrýchlenia v súradnicovom systéme (X, Y, Z)P

0⎢ ⎥⎣ ⎦

( ) ( )
X u

P
γ γ

β λ
⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥R

• Vektor normálneho tiažového                          Vektor normálneho tiažového 

( ) ( ), , , ,X Y Z Y

Z

P u β

λ

γ β λ γ
γ γ

⎢ ⎥ ⎢ ⎥= =⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

γ R

zrýchlenia v súr. systéme                                 zrýchlenia v súr. systéme (h, φ)P

( ) ( ), , ,
r X

r YPϕ λ ϕ

γ γ
γ ϕ λ γ
⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥= =⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥

γ R ( ) ( ),
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h Pϕ

γ γ
α

γ γ
⎡ ⎤ ⎡ ⎤

= =⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎣ ⎦ ⎣ ⎦

γ R

( ,  ,  )Pr ϕ λ

Zλγ γ
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

ϕ ϕγ γ⎣ ⎦ ⎣ ⎦
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VVEKTOREKTOR NORMÁLNEHONORMÁLNEHO TIAŽOVÉHOTIAŽOVÉHO ZRÝCHLENIAZRÝCHLENIA

• Tvary jednotlivých rotačných matíc sú nasledovné:

2 2

1cos cos sin cos sinu β λ β λ λ
⎡ ⎤

− −⎢ ⎥
⎢ ⎥
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2 2

2 2

1, , cos sin sin sin cos

ww u E
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ww u E
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, sin cos sin sin cos
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PPRENOSRENOS STREDNÝCHSTREDNÝCH CHÝBCHÝB VV URČENÍURČENÍ POLOHYPOLOHY BODUBODU NANA VYBRATÉVYBRATÉ
FYZIKÁLNEFYZIKÁLNE PARAMETREPARAMETRE NORMÁLNEHONORMÁLNEHO TIAŽOVÉHOTIAŽOVÉHO POĽAPOĽA ZZEMEEME

• Kovariančná matica elipsoidických harmonických súradníc
T

u X Y Zβ λ =Σ B Σ B, , , ,u X Y Zβ λ

u u u∂ ∂ ∂⎡ ⎤

T

X Y Z
β β β

⎡ ⎤
⎢ ⎥∂ ∂ ∂⎢ ⎥
∂ ∂ ∂⎢ ⎥=
⎢ ⎥

B
X Y Z
λ λ λ

⎢ ⎥=
⎢ ⎥∂ ∂ ∂
⎢ ⎥∂ ∂ ∂⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

B

X Y Z⎢ ⎥∂ ∂ ∂⎣ ⎦

kovariančná matica určenej polohy boduΣ , ,X Y Z  - kovariančná matica určenej polohy boduΣ
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PPRENOSRENOS STREDNÝCHSTREDNÝCH CHÝBCHÝB VV URČENÍURČENÍ POLOHYPOLOHY BODUBODU NANA VYBRATÉVYBRATÉ
FYZIKÁLNEFYZIKÁLNE PARAMETREPARAMETRE NORMÁLNEHONORMÁLNEHO TIAŽOVÉHOTIAŽOVÉHO POĽAPOĽA ZZEMEEME

S d á h b ál h i ž éh iál• Stredná chyba normálneho tiažového potenciálu:
, kde

T

( ) ,
T

U U u UP βσ = a Σ a

( ) ( ) 2
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, 2
,

, ,
,  .
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= = ⎢ ⎥⎢ ⎥∂ ∂ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦
a Σ

• Obdobným spôsobom výpočet strednej chyby veľkosti vektora 
normálneho tiažového zrýchlenia:

( ) ,
T

uPγ γ β γσ = a Σ a

( ) ( ) 2
,

, 2
,

, ,
,  .

T
u u

u
u

u u
u

β
γ β

β β

σ σγ β γ β
σ σβ
⎡ ⎤⎡ ⎤∂ ∂

= = ⎢ ⎥⎢ ⎥∂ ∂ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦
a Σ
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NNUMERICKÝUMERICKÝ EXPERIMENTEXPERIMENT

1 d l á i á i• 1. modelová situácia
• Bod P na území Vysokých Tatier P(φ = 48°, λ = 19°, h = 1000 m) = 

= P(X = 4 043 403 283 m Y = 1 392 255 402 m Z = 4 717 619 475 m)= P(X = 4 043 403.283 m, Y = 1 392 255.402 m, Z = 4 717 619.475 m)

• Stredné chyby určenia polohy bodu P:
• Statická  metóda (7 dňové meranie):( )

σX = 2 mm, σY = 2 mm, σZ = 4 mm,
• RTK metóda (10 sekundové meranie):

σX = 20 mm, σY = 20 mm, σZ = 60 mm.X Y Z

• 2. modelová situácia
• Body Pi(φ = <0°, 90°>, λ = <0°, 90°>, h = 0 m)Body Pi(φ  0 , 90 , λ  0 , 90 , h  0 m)

• Stredné chyby určenia polohy bodov Pi:
• Statická metóda (7 dňové meranie),
• RTK metóda (10 sekundové meranie).
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NNUMERICKÝUMERICKÝ EXPERIMENTEXPERIMENT –– 1. 1. MODELOVÁMODELOVÁ SITUÁCIASITUÁCIA

Statické meranie polohy
Tab. č. 1: Normálny tiažový potenciál, elipsoidické harmonické súradnice bodu P a ich stredné chyby pri 
stredných chybách geocentrických karteziánskych súradníc σX = 2 mm, σY = 2 mm, σZ = 4 mm

U [m2.s-2] σU [m2.s-2] u [m] σu [mm]
62627053.482 0.0320 6357753.822 3.3

β [°] σβ [°] λ [°] σλ [°]
47.904298112 2.76 x 10-8 19 2.68 x 10-8

RTK meranie polohy
Tab. č. 2: Normálny tiažový potenciál, elipsoidické harmonické súradnice bodu P a ich stredné chyby pri 
stredných chybách geocentrických karteziánskych súradníc σX = 20 mm, σY = 20 mm, σZ = 60 mm

U [m2.s-2] σU [m2.s-2] u [m] σu [mm]
62627053.482 0.4565 6357753.822 46.6

β [°] σβ [°] λ [°] σλ [°]β [ ] σβ [ ] λ [ ] σλ [ ]
47.904298112 3.862 x 10-7 19 2.68 x 10-7
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NNUMERICKÝUMERICKÝ EXPERIMENTEXPERIMENT –– 1. 1. MODELOVÁMODELOVÁ SITUÁCIASITUÁCIA

Statické meranie polohy
Tab. č. 3: Veľkosť vektora normálneho tiažového zrýchlenia, jeho zložky a ich stredné chyby v jednotlivých 
súradnicových systémoch pri σX = 2 mm, σY = 2 mm, σZ = 4 mm

Elipsoidické harmonické súradnice u, β, λ
γu,β,λ [m.s-2] γu [m.s-2] γβ [m.s-2] γλ [m.s-2]

9.805825573 -9.805825573 -0.000013240 0
[ G l] [ G l] [ G l] [ G l][μGal] [μGal] [μGal] [μGal]

1.01 1.01 0.00 0
Geocentrické karteziánske súradnice X, Y, Z

γX Y Z [m.s-2] γX [m.s-2] γY [m.s-2] γZ [m.s-2]

, ,u β λγσ uγ
σ

βγ
σ

λγ
σ

γX,Y,Z [m.s ] γX [m.s ] γY [m.s ] γZ [m.s ]
9.805825573 -6.203899101 -2.136173770 -7.287153953

[μGal] [μGal] [μGal] [μGal]
1.01 0.64 0.22 0.75

Sfé i ké ú d i λ

, ,X Y Zγσ Xγ
σ

Yγ
σ

Zγ
σ

Sférické súradnice r, φ, λ
[m.s-2] γr [m.s-2] φ [m.s-2] γλ [m.s-2]

9.805825573 -9.805770812 -0.032771203 0
[μGal] [μGal] [μGal] [μGal]γσ

r,φ,λγ

γσ γσ γσ[μGal] [μGal] [μGal] [μGal]
1.01 0.69 0.67 0.29

, ,r ϕ λγ rγ ϕγ λγ
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NNUMERICKÝUMERICKÝ EXPERIMENTEXPERIMENT –– 1. 1. MODELOVÁMODELOVÁ SITUÁCIASITUÁCIA

RTK meranie polohy
Tab. č. 4: Veľkosť vektora normálneho tiažového zrýchlenia, jeho zložky a ich stredné chyby v jednotlivých 
súradnicových systémoch pri σX = 20 mm, σY = 20 mm, σZ = 60 mm

Elipsoidické harmonické súradnice u, β, λ
γu,β,λ [m.s-2] γu [m.s-2] γβ [m.s-2] γλ [m.s-2]

9.805825573 -9.805825573 -0.000013240 0
[ G l] [ G l] [ G l] [ G l][μGal] [μGal] [μGal] [μGal]

14.36 14.36 0.06 0
Geocentrické karteziánske súradnice X, Y, Z

γX Y Z [m.s-2] γX [m.s-2] γY [m.s-2] γZ [m.s-2]

, ,u β λγσ uγ
σ

βγ
σ

λγ
σ

γX,Y,Z [m.s ] γX [m.s ] γY [m.s ] γZ [m.s ]
9.805825573 -6.203899101 -2.136173770 -7.287153953

[μGal] [μGal] [μGal] [μGal]
14.36 9.08 3.13 10.67

Sfé i ké ú d i λ

Zγ
σ

Yγ
σ

Xγ
σ, ,X Y Zγσ

Sférické súradnice r, φ, λ
[m.s-2] γr [m.s-2] φ [m.s-2] γλ [m.s-2]

9.805825573 -9.805770812 -0.032771203 0
[μGal] [μGal] [μGal] [μGal]γσ γσ γσ γσ

r,φ,λγ

[μGal] [μGal] [μGal] [μGal]
14.36 9.81 9.61 4.18

, ,r ϕ λγ rγ ϕγ λγ
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NNUMERICKÝUMERICKÝ EXPERIMENTEXPERIMENT –– 2. 2. MODELOVÁMODELOVÁ SITUÁCIASITUÁCIA

S d é h b ál h i ž éh iál i (P) 2 (P) 2 (P) 4 ( ľ ) iStredné chyby normálneho tiažového potenciálu pri σX(P) = 2 mm, σY(P) = 2 mm, σZ(P) = 4 mm (vľavo), a pri 
σX(P) = 20 mm, σY(P) = 20 mm, σZ(P) = 60 mm (vpravo) na povrchu ekvipotenciálneho elipsoidu

Statické meranie polohy                  RTK meranie polohy

( ) ( )( )2 2 2 20.016m .s 0.036m .sUσ
− −∈ − ( )2 2 2 20.12m .s 0.56m .sUσ

− −∈ −
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NNUMERICKÝUMERICKÝ EXPERIMENTEXPERIMENT –– 2. 2. MODELOVÁMODELOVÁ SITUÁCIASITUÁCIA

S d é h b ľk i k ál h i ž éh ý hl i i (P) 2 (P) 2 (P) 4Stredné chyby veľkosti vektora normálneho tiažového zrýchlenia pri σX(P) = 2 mm, σY(P) = 2 mm, σZ(P) = 4
mm (vľavo), a pri σX(P) = 20 mm, σY(P) = 20 mm, σZ(P) = 60 mm (vpravo) na povrchu ekvipotenciálneho
elipsoidu

Statické meranie polohy RTK meranie polohyStatické meranie polohy                RTK meranie polohy

( )0.55 Gal 1.20 Galγσ μ μ∈ − ( )4 Gal 18 Galγσ μ μ∈ −



IX. slovenská geofyzikálna konferencia 22.-23.06.2011

Závery Závery pre praxpre prax
• Normálny tiažový potenciál
• Poruchový potenciál

• Presnosť určenia W(P)

( ) ( ) ( )T P W P U P= −

• Presnosť určenia W(P)
• Gravimetria + presná nivelácia: cca 0.05 m2.s-2

• Gravimetria + technická nivelácia: cca 0 5 m2 s-2• Gravimetria + technická nivelácia: cca 0.5 m .s

• Presnosť určenia U(P)
• Statické meranie polohy: 0.0320 m2.s-2

• RTK meranie polohy: 0.4565 m2.s-2
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Závery pre praxZávery pre prax
• Normálne tiažové zrýchlenie
• Porucha tiažového zrýchlenia

• Presnosť určenia g(P)

( ) ( ) ( )g P g P Pδ γ= −

• Presnosť určenia g(P)
• Absolútne gravimetrické meranie: 0.5 – 1 μGal
• Relatívne podrobné gravimetrické meranie: 10 – 30 μGal• Relatívne podrobné gravimetrické meranie: 10 30 μGal

• Presnosť určenia γ(P)
• Statické meranie polohy: 1 μGal
• RTK meranie polohy: 15 μGal
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